ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕ ರಚನಾ ಕೇಂದ್ರ 


ai wತwತಿ 


ಅಧ ಕರು 
"5 ಬ 


po wa m™ ಸಾ ag ಮ 3 
Wes wee WU ಕಃ 


ಸದಸ್ಯರು 


ಡಾ. ಕೆ.ಏ.ನಾರಾಯಣ 
ಲಃ oS Ud TY 


~~ ಈ 
A ನಹ ನ್‌ ತೆಐಗಾ 
ಭ್ರ)ಲ್ಲೂ ಬಳ ೪ BL Ne 
A CAG, 


ಕಾನಾ ಲ್‌ಿ yar ೧ಡಿ ೧ನ ಎ ವರಿ 
ODM ಕರೀಗ್ಗ 


UD wT 


[=] Pe) ಕ ಇಲ್‌ ೧1 
ಚಂ. Ae EGS SSE ನಿಮಿ 


ರಿ 


ಸಹಾಯಕ ನಿರ್ದೇಶಕರು 


ಲಾ 
ಜೈನುಲ್ಲಾ ಬಳ್ಳಾರಿ 


ನಾ ಫ 


ಪದವಿಪೂರ್ವ ಶಿಕಣ ಇಲಾಖೆ 
ಅನುಮೋದಿಸಿದ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕ 


ಪಿ. ಯು.೩. ಎರಡನೇ ವರ್ಷ 


ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


ಸಂಪಾದಕ 
ಡಾ. ಎಸ್‌. ಬಾಲಚಂದ್ರರಾವ್‌ 


ಕನ್ನಡ ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯ, ಹಂಪಿ 


GANITA VLJNANA - Mathematics 
Prescribed Jext Book for Seconu Year PUC. 


Edited bx 

Dr. S. Balachandra Rao 

Retd. Principal and Professor of Mathematics 
National Collese. Bangalore - 560 004, 
#2388. Jnana Deep. 13" Main 

“A” Block. Rajajinagar Il Stage 

Bangalore - 560 010. ke 


Published by 

prot. Mallepuram G. Venkatesha 
Director. Prasaranga 

Kannada University. Hampi 
Vidyaranya - 583 276. 

Pages: xx + 619 Price: Rs. 160/- 
First Impression: 2000 
www.kannadauniversity.org 


) ಕನಡೆ ಬಶ್ತವಿದ್ಯಾಲಯ, ಹಂಪಿ. 2006 
© ಕನಡ ಜಿವಿ ಬಲ್ಲವ ಆಳ dew 


ಲ 


ಬೆಲೆ: ರೂ. 160/- 


0 7 


ಪೊ. ಮಲ್ಲೇಪುರಂ ಜಿ. ವೆಂಕಟೇಶ 


ಗುಣೋಲಪಕದು A 

wT 0) ಇ ಸಾರಾರಿಗಿ 

SEE x RNAS wd 8 

ಊಿ RN Send wy eP5é 
[oN] [ಈ 


ಗಂಗಾಧರ. ಸಿ. ಬಿ.ಎಸ್‌.ಕೆ. '3ಿನೇ 'ಹಂತ 


kp) 


ಚಿಂಗಳೂರು - 560 028. & 94485 57533 


we EEN WS 


ವ 
ಸತ್ಯಶ್ರೀ ಪಿ ೧ಟರ್ಸ್ಗ್‌, ಚಾಮರಾಜಪೇಟೆ 


ಖ 
ಬೆಂಗಳೂರು - 560 018. ೬ 3250 3738 


- 


¢ 


ನಿದೇಶಕರ ಮಾತ 


_ 
ಪುಸ 


pS 


ಜಣ 
ww 
ರಿ 


ದಂತೆ 


© 
p- 


ದಿದು 
ed 


~~ 


ಆ 


~ 


(We 


ಎಎಪಿ ವು 
೨ 


ತಿ 


Cc 
— 


ಡಾ. ಟಿ.ಆರ್‌.ಚಂದ ಶೇಖರ 


[ss 
ps 
ಲ 


De «ds ee 
pS 
4 wd 


— 


[es 


[VO 


Ys, 


ಗೆ 


ರ 
Hd UNS 
ಲ 
ರಾರ್ಗದಶ 
- Vv 


— 
Uy 


ಮತಿ 


oO) 
x 


೧ಎ 
Ka 
-) 

ಎನೆ 
ಅವರ 


A 
MUL PI 

A 

c -, oo 
ಠಿ ಅವರದು. 
ಗಾ 


~ 


- 


ಇ 
9) 


ಇಲಲಲರಿ 


Keo ted TG) rN) Je 
ke ~ 
ಮ 4- 
ಜ್ಞಾ ಲು ಬಹ 'ಷವಾ 200 
ವ ನದ ಈ ಪಠ್ನಪ್ರಸಕವನು ನೀಡಲು ಬ ಛಳ ಸಂತೋಷವಾಗಿ 
“ಇ ನಿ 4 
೧೫ _ — 
ನ ಈ * ee) ) NM nA p ಕ್‌ ೯ 
05 ಶೈಕ್ಟಣಿಕ ವರ್ಷದಿಂದ ಹೊಸ ಪಠ್ಯಕ್ರಮವು ಜಾರಿಗೆ [PUSS SSS ಈ 
pS 
p ಎಲೆ ~~ Me 
ದಲಿ ನಮ pot ಪಠ್ಯಪುಸ್ತ ಕದಲಿ ಮೌ ಕಿಷೆರು ಛನ್ಸು, dye cd 
Ky ಆ f ¥ Ks K 
ಪರಿಕಲನೆ ಹಾ ಗಾ ದಣೆಗಲನು ಹಾಗೂ 
ಪರಿಕಲನೆಗಳನು ಹಾಗೂ ಹೆಚು ಅರ್ಥಪೂಣ£ವಾದ ಉದಾಶುರಿಣಾಗ ಸ ಲಲ 
ಬ | "A (2 } 
ಅಬಭ್ದ್ನಾಸಗಳನು ಅಳವಡಿಸಿ ಣೇ: 


eX 


ಲ್ಸ 
ಆಡುಭಾಷೆ ಕನಡದ ಮೂಲಕ ಗಣಿತಶಾಸ್ತವನ್ನು ಇನ್ನೂ ಚೆನಾಗಿ 
8 ಎಪಿ 


pk ke ಪ್‌] 4 ke ec § 
——— © Ne ೧» 7 ye aed ಣೆ ವ್‌ A 
ಅರ್ಥ ಮಾಡಿಕೊಳ್ಳಬಹುದು ಬಐಂಬ ದೃಢ ವಿಶ್ತಾಸದಿಂದ ಗಣಿತದ ಪರಿಕ ನಗಳು, 
F ಇ pe ES ಜಾಗೆ KF) wanes wedliped sda? a Bl wah 
ತ ಗಳನು, ಪ ಮೇಯ-ಸಾಧನೆಗಳನ್ರು ಹಾಗಿಯೀ ಉದಾಹುರಣೌಗಳಮೊು ಮತು 
ಈ ಎಪೀಸ್ರ ಲ್ಸ ಬ್‌ 4 ಲಿ ವಿ 
4 § ರ” — ಖಿ | CS Wek ಫಷ 
ಅಭ್ದಾಸಗಳನ್ನು ಅದು ಸರಳವಾದಿ ಬಾಜಷಿಂ ಲಿ ಖವರಿಸಲಾಗಿದ MN೦ಂ 
~ 
~ - ; EE dd 2 k Red 
ಮುಖವಾಗಿ ಗಣಿತ ವಿಜಾನದ ಮತ್ತು ಒಂದು*ಪಠ, ಪ್ರಸಕದಲ್ಲಿ ಕಾಪಾಡಿಕೊಂಡು 


೫% pe ಶ್‌ 


o. ೨) 
x ೫ —— ಕ್ಸ್‌ ಮು 
ಬಲ್‌ ಬೇಕಾದ ಬಾಷೌಾಗಾಂಿ್ಲಿ €ರ್ಯಕ್ಕೆ ಹಾಗೂ ವಿಖರತೆಗೆ ರೂ0 


ps pes) ಶೆ ಬಾ 
ಪಸುತ ಪಠ್ನಪುಸ ಕದ ಕೆಲವು ವಿಶೇಷವಾದ ಅಂಶಗಳು 
ED ಬಿ ಮಿ 
Pa ನಮಮ ಖಂ ಎನು ಜನು ENN ಎತ 
Ks Wy LY ~ಮvM w Ke) Uy, Ul wv dE kad Cv WELW NY =v ಇ ಸೆ 
ಇತ ವಿ ಲ ನಿ 4 % 
ಯಾಡಲಾಗಿದಿ 
4 EO) A eh CA pp si 4 ಷ್‌ 
೫ 'ಶಿಯೆೊಂದು ಅಧಾಯದ, ಕೆಲವೊಮ್ಮೆ ಉಪ-ಆಅಧಾಹುಗಳ, ಕೊನೆಯಲಿ 
ನೆ: 5 ಮ ೬ಿ % Ry pA 
edd ೨ A ೪ pe 
ಬಿಹಳಷು ಲಕ್ಷಗಳ ಅಬಾಸಗಳನು "ಕೊಟಿ ದೆ. ಎಲಾ ಅಬ್ದಾಸಗಳಿಗೂ 
(99) fe] ® 9) [=| R; pe ಜ್ರ 
<a EE EE TO ef eR ೨ 
ಉತ್ತರಗಳನ್ನು ಪುಸ್ತಕದ ಕೊನೆಯಲ್ಲಿ ಕೊಡಲಾಗಿದೆ. 
—— — [oa 
Te Nn 3 a 2 2 - 
ನಾ ಅನುಬಂಧಗಳಲ್ಲ ಅಧಿಕೃತ ಮಾದರಿ ಪ್ರಶ್ನಪತಿ ಕೆಯನಹಿ ಗಣೆತದ ನಿಗಧಿತ 
ರ್‌ sd ಹಾ ವ್‌ _ $ 
ಚಟುವಟಿಕೆಗಳನ್ನು (ಎಸ್ಸೆನ್ನೆಂಟ್ಲ್‌) ಮತ್ತು ಯೋಜನೆ(ಪಾಜೆಕ್‌ )ಗಳನ್ನು 
ವೆ ಬ್‌ PT = 
ends wd 
ಖೇದಿಸುಲಾಗಿದಿ 
¥ ರ್‌ ವ್‌ Rg ed en wd # [ RA ವಿ ಮ್‌ 
ಈ. ಈ ವ್ರ ವ್ರಸ್ಪಕದಲ್ಲಿ ಬಳಸಲಾದ ಪಾಧಿಭಾಷಿಕ ಪವಗಳಷೂ (ಟಚಿಕಿಕಲ್‌ 
ಇಲಿ pe ಎ ಲ 
ಓಸಿ ನಾಸ ಹ್‌ ವಿಳ ನ ; Ee 
ಟಮ್ಮ್‌ಣ) " ಪುಸ್ತಕದ ನಾನೆಯಜಭಾಗದಲಿ ಕನಡ-ಇಂಗಿಷ್‌ ಹಾಗೂ 
pe NEN BS Vee | ನ್‌ Fd 
ಇಂಗ್ಲಿಷ ಕನಡ oN] ನದಕೋಪದಹ ನ್ಲ್ಲಿ “ ಹಲ್‌ 
ps ಎ pS p CR pe 
ಉ. ಕೆಲವು ಪಾರಿಭಾಷಿಕ ಪದಗಳ ಬೇರೆ ಚೀರೆ ರೂಪಗಳು ಬಳಕೆಯಲಿರುವದ 
c _ pe ಜಾ $ p py 
~ ಅಪ ಲೆ — ಸ ನೌ Ke Se 
ರಿಂದ ಅವುಗಳನ್ನು ಹಾಗೆಯೇ ಇಲ್ಲಿ ಪ್ರಯೋಗಿಸಲಾಗಿದೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 


ಆ rR 
— [9 — ~ 

Os ಅ ಗ್ರಾ ವಶಿನಿಸಳ ET, ಇಷ sal sy &¥ ವಿ % 
ಸೂಚಿಸಿರುವ ಭಾರತೀಯ ಮತು ಪಾಶ ತ್ರ ಗಣಿತಜ್ಞರ ಕೊಡುಗೆಗಳ 


ಟಿ 
ಪರಿಚಯ ಮಾಡಿಕೊಳ್ಳಲು ವಿದ್ದಾರ್ಥಿಗಳಿಗೆ ಹಾಗೂ ಅಧ್ಲಾಪಕಮಿತದಿಗೆ 
A 


a 


ನರಿಚಯ 


pe 
Ue 


ಇಾಡುಗೆಗಳ 


ಕೆ 


py) 
ಈ 3 Hf 
ha 6ಸಿ 

| 

B 

‘“ “HW 1 
0) [2 [Cs 
2B 
ಸ 

ಟ್‌ 3 [W 
Ww > s 
3 ( 
f KC). 3 3 
3. 
TR 
» (}- ಸ 
೭ Ca 
B 4H 
ಮ್‌ 
< } 
ಎ 
RRS: 
ಸ 6 

5 

pHa 
ಸಿ 
w 9 PD 


RW 
13 ಳೆ 


“we 
4 


< 


3 


= 


ಆಖ ಅಘ ಎಾತ್ನು 


~~ 
Ae ww 


— 


ಡಾ. ಎಸ್‌. ಬಾಲಚಂದ್ರರಾವ್‌ 


- Vik - 


(eS 


ed 


60 010. 


5 


ps 
ಛೂ TU 


2 
Tv 


ಇವರಿನೆ ನಾನು ಆಭಾರಿಯಾಗಿ 
ಷಿ 
ಬಿಂಗ 


ಪಿ.ಯು.ಸಿ. ದ್ವಿತೀಯ ವರ್ಷ 
ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 
ಪಠ್ಯಕ್ರಮ 


ಅಧ್ಯಾಯ 1 10 ಘಂಟೆಗಳು 
ಸಂಖ್ಯಾಸಿದ್ದಾ ೦ತದ ಮೂಲಪರಿಕಲ್ಲನೆಗಳು 
ಮಟ ಸಮಶೇಕ್‌ ಸಂಬಂಧ 


el dd 
ee k Ce ಬಾ [oe ೮ 

a ಹರಿಕಲ ನೆಗಳು, pe ಲ Muu TVs ನರ ಕ್ಷೆ ಡೀಯ ಜನವಿಧಿ, 

ಆ) 


ಮಹತ್ತಮ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನ (ಮ.ಸಾ.ಅ), ಸಾಪೇಕ್ಸ ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು, 


3) 
ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಮತ್ತು' ಸಂಂ ಭ್‌ ಗಳು, ಸಮಶೇಷೀಯಗಳು- 


ಅಧ್ಲಾಂಯ 2 12 ಘಂಟೆಗಳು 
ಕೋಶಗಳು ಮತ್ತು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 


ವವಿಧ ನಮೂನೆಯ ಕೋಶಗಳು, ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು-ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಗುಣ ಲಕಣಗಳು 


ದ್‌ 
Nd ದ ಸ೨ಗತ ಕೋಪ ES EE 1 ed Ne 
KK _ ಇ bs } aN TS “ 
BIS ಸುಮಗ್ಗೂ£ಂಕ SEC ತ್‌ BOGS TE ~~ BUCA UE NS 
f) ನ ಈ 
ಹೋಪ ನ್‌್‌ ಕೇಮರ್‌ ಸ್ಸ ಹಾಸೊ ತುಷುಲಿ ಹೆಎಂ್‌ ನಾಪಿ 
(1) RED: as (11 PEN EUS NARE ee 8 ರಶನದಿದೂು ಬಾಕಣಾಕ 
60 . UA 
RR ರ A An ೨ ಹೆಂನೌ ಖಾರ್‌ ಹೆೇಲಿತೆ 
ಸಮೀಕ COINS SUT eS NT VN IE ANS CI Ss dN Ad Ox 
ವಿ Fa) |) — 
pe ಣ್‌ ಇಮ್‌ ಎನ್ನೊ CANA ALAS ವ್ಯ ನ್‌ ಶನ ಎನ 
SNS 8 ಪಮನಿಯಿವನು ATOR SNR [eRe SUT ede 
~~ _ _ Ke 


ಜಾ F) ಫಿ ಳಿ - 5) | 4 
ಯುಗಳ ಎಕ) NSN ೧೫ ೦೧೯೯ ಸಿಂ ಳಾ ME § ಗಳ: cx a ke “ಮಸ 
Dw ಪರಿರ್ರಿ ಯಿ, Ribs TES COE OSTA] 0 ಅರ್ಧ, ಮಿಬದ ಮಿ, 
ಡೆ ತು (ಆಂಲಿಯನ್‌) ಸನಕುಂಗಲೆ ಕ ವದೆಣೆಗಲು ವ 
- ’ ೦ ip Ed 6 
ಪರಿವರ್ತನೀೀಂ Nad Ne Ned ) ಸಿನಿ ; AY wR VG. Dಾಸ ಮಿ ಪ 
ey — — 


< T ಈ 
SVL, NY od. SRO DESTO STATS 


ಶ್ರಿ 5) 


nm — ೨ನ ಗಳ NN —— ಲೆ ಪರಿಖಮುತೆ ಸಮ EERO NS Ha aE" 
pe A 


AN AE iA Ee se N 
ಸಂಕುಲದ ಅಂಶಾಂಕ, ಗುಣಾಕಾರ” ಅಥವಾ ಇಂ ಪಟಿ (ಕೋಷಕಗ)., 
ಬ್‌ ನಿ 8 
ps RE f 
ಮಾಡ್ಗುಲರ್‌ ಸಂಕುಲಗಳು, ಕೋಶಗಳ ಸಂಕುಲ, ಲೆಕ್ಕಗಳು, ಕಮ ಯೋಜನೆಗಳ 
[ಈ ss 7 


“ಗುಣಾ ರಕೆ' ANNAN SEA - 
+ y [oY — J ಕ್‌ ಘು ಫ್‌ ಹ 
ಗುಣಾಕಾ ಠ A NA ST & NeW SRST ATT ~~ UN 
— wg ARENT ಇಎ EA 
|ರ ವರ್ಗಮೂಲಗಳು, 3ನೇ ಘಾತಮೂಲಗಳು, 4ನೆಯ ಘಾತಮೂಲಗಳ್ಲು 
) ~ 


“IE 


ಇವುಗಳು ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲಗಳು (ಸಾಧನೆ ಸಹಿತ). 


- VINE - 


ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಗುಣಗಳ ಸಾದನೆಗಳು: 


ಪಿನ ನಾವ್‌ 


(1) ಸಂಕುಲದ ಏಕಾಂಶಎ 

ಅಆಭದಿ್ರೂ ನಾ K 
(11 at ನ್‌ fy ಕೈಕವಾಗಿರುತ್ತಡ py 
1) ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿನ ಪ್ರತಿ ಗಣಾಂಶದ ವಿಲೋಪವು ವಏಕೈಕವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


~~ 
UREN Selo ಸಂಕುಲವಾಗಿದರಿ 
(1೪) ಒಂದು ಸಂಕುಲದ 
— 
[ಈ] 


4 ೧ ಜ್‌ ~ ಜು 7 3 
¥) ಲಿಯು ಸಂಕುಲ ಲ: ಖಡ ಮತ್ತು ಬಲ ನಿರಸನ ಕ್ರಿಯೆಗಳು ಸತ್ಯವಾಗಿವ. 


WV) a= ಮತ್ತ ಪೆತ್ಲೇಕ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಮೂಲಗಳಿವೆ 


ಮತ್ತು ಅವು5ಓಂದು ಸಂಕು ಜ್‌ ವಿಕ್ಟೈಕಪಾಗಿರುತ್ತವ. 
5 | 
ಉಪಸಾಂಕುಲಗಳು, ಉಪಸಂಕುಲವಾಗಲು ಅಗತ್ಯವಾದ ಮತ್ತು ಸಾಕಾಗುವ 
ನಿಯಮಗಳ ನಿರೂಪಣೆ. 6 ಸಂಕುಲದ ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಹಗ ಉಪಗಣವು 
ಉಪಸಂಕುಲವಾಗಿದರೆ ಮತ್ತು ಆಗಬೇಕಿದೆರೆ, 


(1) NVa.b.eH.ua*beH ಮತು 


ee 5 ES | > 
(11) ಉಪಗಣದ ಪತಿಷಗಿಿ. a €ಟH 
೪” > pe ಪ Te F 
೮S ಒಂದು ಪಢನುವಲದ ಉಫಗೌ' ಗಟ ಓಂದು ಉಪಸಂಕುಲವಾಗಿದರೆ 
೦ ಇ ಛಿ 
SO dS a ಮ p —1 A Na 
ಮತ್ತು ಆಗಬೇಕಿದರೆ Vabe H.a b eH. ಲಕ್ಕಗಳು 


ಸದಿಶಗಳು 


pe n md < RS SSN ged. ad FN em [SS 
ಸದಿಶವು SEW ವಗ ಕೆ Dx ve VOW UY) UAT ಖ್ರುನಿಖ೯ರೊೋಲಸುಲ್ರು 
ಲ [ 


_ po SE po kk = ಲ ಎವೆ ed sal ಹ್‌ pe ಳೆ ೩ರ ರ್‌ 
ಸಿದಿಶಿದ BUNT RY) ೨ ಬಿಕ್ಕು ಸಿಇ ಪಿಗಿಳೂ, ಐಕಸದಿಪ., fata Set Ay 
p — [s3 
~~ ಠ್‌ pe ಫ್‌ ಅಲೆ 
ಸಾನಿಸಿದಿಪ, ಲಕ್ಷಗಳು. 
[3 [o] 
€- ES pS PE ee po SS) — _ ಸ ಮಾನಾ ತಾತ ಎನೆ 
-ಆಂಯಾಮ ಬಂ ತ್ರಿ- ಲಲಿಲ HETDTNV GE [a ಸದಿಶಗಳ [a WU 
(53) A [ee [3 a 
BE a oT gd mda ca a Ad gd py pe 
ಸಿರಿಯ ೦ಹುಗ್ಲ್ಗಿಗಳ೦ದಿ ಬಂತೊ ಖಲಸಿಿಬು ಸಿ೦ ವಿ ವಳಿಗಳೆಂದು ಪರಿಗಣಸುವುದು 
[5 = OO 
SS SS pe ಬ್‌ de e pe a 
ನಿಬಿರು ಹ್‌ಟಕಗಳೂ, ಸುದಿಶಗಳ ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ವೈವಕಲನ, ಅದಿಶಗುಣಾಕಾರ, 
| Sal lan PS A rg ~~ ಫೆ Ned A NA 
ಖಕ ಗಳು Ww ೦ ಶಲಬO೦OದA bed ಖ್ರಖರಾಗಣೌದಿಲ WA wv Ww du WES 


pe ps ಧೆ pe f pd pe FE pe 

ಸಾನಸದಿಶ" ಎರಡು ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶಿ' ಗುಣಾಕಾರ, ಸದಿಶ ಗುಣಾಕಾರ, ಮೂರು 

೫ — ed pe N asd K SS 

ಸದಿಶಗಳ ಆಅದಿಶ ತಿವಳಿಗುಣಾಕಾರ, ಸದಿಶ ಪ್ರಿಬಳಿಗುಣಾಕಾರ ಮತ್ತು ಅವುಗಳ 
isi — 

F' ದ ಲೆ LE kc wba lee ನದರ್‌ a er p ಮ 

I ರಾ೦ಶರ ಲ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ. ತಿಭುಜದ ಕೇತಫಲ, 

4 -: ್ದಣ್‌ಹ ಆಮ್‌ ಎಫ" ಆ px ete ads 

ಸಮಾಂತರುಪರಿಪದಿಯ ಗಾತ್ರ, ಇದಕ್ಕೆ ಅವುಗಳ ಅನ್ನಿುಯ. ಲಂಬಾತ್ನಕ ಸದಿಶಗಳು, 

K ೬ 
Pe Aes pe me) * 7 pO) aed 
ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಏಕತಲಸತೆ, ಒಂದು ಸದಿಶದ ಮೇಲೆ ಮತ್ತೊಂದರ 


ಳಿ 9 44s 
ಪ್ರಕ್ಷೇಪ .” ಲಕ್ಕಗ ye 


“Ix - 


ಸ % fied 
(i) ಒಂದು ಅರ್ಧವ್ನತ್ತದಲ್ಲಿರುವೆ ಕೋನವು ಲಕಬಕೋನವಾಗಿರುತ್ತಿರ. 
: he 
ವೆ 
(ii) ಒಂದು ತಿಭುಜದ ಮಧ್ದರೇಖೆಗಳು ಏಕಬಿಳದುಸ್ಮವಾಗಿರುತ್ತಐ. 
~~ ರ 
iw 3 K K 7 s ~~ ಇಕ್‌ ಕ್‌ ಗ್ರಾಣೆನಿ ವಾ್‌ 
(iv) sine ನಿಯಮ, ಲಂ5।ಗೀ ನಿಯಮ ಮ ಲಿ ಪ್ರಕ್ಲೇಪಣ ಮಹ. 


(v) SMN(A£zB)=sin. AcosB £cosAsin ಔ ಮತ 
cos(A+ 2) — SOs ACOSL +sin Asin B 


ಘ ಛ 
ಯ 5 12 ಘಂಟೆಗಳು 
ಅಧ್ಯಾ hd 
ವೃತ್ತಗಳು 
pe] 

ರಣೆ, ವೃತದ ಕೇಂದ್ರವು (0.0) ಮತ್ತು'ತ್ರಿಜ್ಜವು 7 ಆದಾಗ ವೃತ್ತಸಮೀಕರಣ. 
(yಗ)ಮುತ್ತು ( 
ಸಮೀಕರಣ, ವೃತ್ತದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮೀಕರಣ, ಇವುಗಳೆರಡರ ನಿಷತ್ತಿಗಳು, 


ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


5) ಹ El RE ES ಎಷ 0 a 
LOR ವೃತ್ತದ ~~ ಪ AUT: Vl ~ ಭಃ ಲಿಕ್ಕಗಳು. V ನ್‌ 1X + _ ANd 
) > 7 $ 
2 ಭೆ ಪಿ  ' ಷೆ. ಎಡೆ NS ನಾಡೆ! RE A a 3 e 
yy Su \ =} 8) ಹೆ 3 ೭೯S dN ವಿರಿ ೬ SN) ಲೆಕ ಗಳು. 
(J) 0 ES ಬಿ ಮಿ ಕ 
_ 


ವೃತ್ತದ ಹಸಟೆಗಿರುವ ಚಔಿನಿಡುವಿವಿಂದ ವೃತಕ್ನೆ ವಳೆಯಲಜಟ 


SS AT ಷೆ Fe 
NS de Tel 3 ITU KE ಗಳ ಮೂಲಾಕ 
ಹ 2A 


wT ಮ y) KF A) ಸ 

AA ON -ಫಿ eS 

ಕೇಂದ [SN ತಿ, ಲಕ \ ೨2 

ಕ Ww ಕ 
NANT gE ೧ ಇಕಿ eo ತಿ a ೆ ಮ 
ಬರಿದಿಲ)ಲಳಲಲe ಬ್ರೂ ದಳಗಿ ಧಂ ಮಹಲ ಅಧವಾ ಹೊರಗೆ ಇರಲು 
ವಾ B) 
~ ಗ್‌ 
ನಿಯಮ ನಿರೂಪಣೆ, Ra ೪೨ 
~ CR ನ a ಮ್‌ ಎಲ ಷಃ — od Ye 8 teded Pee 
ಬಖರದಿ ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕವಪು ವ್ರಗಳ *ಂದೃಗಳನು ಸೀದಿಪಾವ ಸರಳರೇಖೆಗೆ 
Re ೬) NS, ಲ 
— we | £) 

pS NN ಲ ed — 
ಂಬವಾಗಿರು Ro WO EA ನಿರೂಪಣೆ, ೨ಕ್ಕ ಫು 
2 Re ನ ed ew NAN ಕ್‌ ೨ ಎನು 
$a ಎತ್ಮಕೆ ವೃತ್ತಗಳು ಹದ ೊೂ ಖಹS = ಕೃಗ ಶಿ 


ಅಧ್ಯಾಯ 6 13 ಘಂಟೆಗಳು 


ನಾಭಿ-ಚಾಲಕಗಳ ಗುಣದಿಂದ (ಶಂಕುಜದ) ವ್ಲಾಖೆ., ಉತ್ಸೆಳಂದತೆ. ಪೆರಾಬೊಲಾ, 


pas | py ಚಿ ಈ 
೭ (ರ್ಫವೃತ್ತ, ಹ್ಲೆಪರ್‌ ಬೋಲ್‌ ುತು ಆಯ- 


ed ಣೆ. ಪೆರಬೆ ಣಲಾಣ “Ws A ಇ ~ಾ 
Y ೬ eV r ಳಾ \ =a ka) ಫ —— ಗ 
ರೋಬ್‌ ೪ ಸಾಲೌಾದಿ ಪ ಮಾಣಕ ಸಮೀಕರಣದ ನಿಷ Cr ರೂಪಗಳ 


a 


ಎ 


ಎಣಕ 


| 
eB J 


Il (a>b), 


ತಿಲೋಮ ಉತನ ಗಳು 
ಲ ಇ 


pe) 
ಊ 
ಖಲ 


ತಿಕೋಣಮಿತೀಂಯ 


ತಿಲೋಮ 
JUN 


ನ್‌ 


~ 


4 ಘಂಟೆಗಳು 


0 


ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರಗಳು 


ತಿಕೋಣಮಿತೀಂಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ 


ಖಿ 


ಅಧ್ಯಾಯ [ 


acosx+bsinx=c 


pS 


RE A 
ಹ 


K. cosx - K.taxy = K 


SIN x 


ಎನ 
ಈ 


LAN VUc 


— 
ಸಿ 


ಅಧ್ಯಾಯ 9 


ಸನಿ 
3” 13 
(5 
೮ನ ಡ 
(೧ 
¥ 3 
63 CO 
¥2 
[ 
{=} Vp 
ia 
9) 
by py 
3 
13 
13- 
| 
© ೫ 
1 % 
: A 
UW 
{e (2 
3 
13 
X 
3% 
2 
fe’ | 
0 
(> pF 
“4 
) 13 
Ww 
ಸ್ರ ಹ 
»_ 13 
ನ್‌ "J 
7 
Q್ಲ py 
1 
GS XW 


~ 


[8 


- Pad 
ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿನಿಧೀಕರಣ, 


ರ” 
ಅವಕಲನ-ಅವಕಲ್ಯತೆ, ಮೂಲ ತಸಗಳ ನಿಷನ್ನಗಳು. ಅವಕಲನವು 
KJ) ಲನ-ಅವಕಲ್ಲತೆ, ಮುೂಲತತ ದಿಂದ € HA 4 74 r, pS 
[27 ವ 
[oN ಮೆ ಕ್‌ [= — ಅಷ್ಟಿಸ್‌ನೆ ಕಿಸ್ಸ್‌ ಹಾಕೆ ವ್‌ 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ ಆದರೆ ಅ: ಚ್ಛಿಪ್ಪತೆ ಅವಕಲನುವ್ಳು 
[3 [= - ್ಲ ಆ) ~ 
ಸೂಚಿಸುವುದೀ ಎಲ್‌ ಎದೆ ಸಾಲ್‌ ಆಮು ಲಬಉುದಾಹರಣೌಗಳು. 
೬ w § a ro ನಿ 
pe 
Hr — pe | P) 3 
ಮೂಲತತ್ತದಿಂದ ಸಂಕಲನ, ವೈವಕಲನೆ, ಸಿರ ಮತ್ತು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಗುಣಲಬ, 
ಯ ¥ K- ಹ kd 
& Pe K ~ pe p] - . ಅವೆ - 
ಎರಡು. ಉತನಗಳ ಗುಣಲಬ,. ಬಾರದು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಬಾಗಲಬ-ಇವುಗಳ 
Ww ey 7) ಈ 


[a pe pe pe - — ~— 
ವಿಷ ನಗಳು. de ODO wy 


Ue 4 


— 


cot x. 108 x ಇವಪುಗ 

ಮೂಲತತ್ತದಿಂದ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರತಿಲೋಃ » ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ಪಗಳು, 
ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಿಕ್‌ ಮತ್ತು ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಿಕ್‌-ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ಮತ್ತ 
ಅವುಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳು, ಲೆಕ್ಕಗಳು. 

ಸಂಯುಕ್ತ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು - ಸ ಪಣಿ ನಿಯಮ, ಲೆಕ್ಕಗಳು 


EE YEE oe A EE ~~ An A enn = EE NE 
ಕಜ ದೀಶಪುವಿc 'ಅ7ಈಕ) ಪಿಕೋಣಮಿ ಶೀ ಪುತಿಲಶಫೋಮ ಗತ ವನಗಳ er a 
RS _ RV 

ss ೨ pS NE ಲ Re dl cd yelled > a 
೧ e [s ಫ್‌ P| [ay 2 ಇ ಸು ನ ದಿಸಿ 4 2 ೧ v - ಸ್ಕಾ ನ್‌, 
ಖಬೆಕ ಗಳು. ಅಪಕ೬ ಲತ ವ ಗಳ, ಪಮಿತೀಯ UU HANTS, oN UWTON VI 
fy} A ಊಂ Ks, ಬು 
೧NN—T AH ೧ A ೧a ವ್ರಕೆ LAIN HL pS nN 
ಉತ ್‌] ಫ, nd td ವ್‌ ಅವಲಂಬಿಸಿದ ೦ಅ RE wu Wu re 
ಬಲ ಬಕ ವತ ಇ 
ಖೂ ಮತಿ pe 
ಅಖ NSS ಲಕ್ಕಗಳು. 
[3 
SS RS 2 ಹ ~~ ದಜೆ pR ಉಮ್‌ Re | SS 
ಷನಿಕಮಿ ಆಬಿಕಲನಿ, ಒದರಿಷನೀ ದ EN ನೇಗಳಷಹ ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ 
— ವಿ [°% 
ಕ್ಷ ಗಳು ೨ನ SR ಷೌ) ಸ್‌ ನ ನಎಹಬಗೆಲೆವನ Nd 
A Ww WUT ದಿಜಿಲಯಯ ಅವಕ Ne AAAS TOL )ಗಳಮ HLS AA 


ಅಧ್ಯಾಯ 11 10 ಘಂಟೆಗಳು 


dy!dಸನ ರೇಖಾಗಣಿತರೀತ್ಠಾ ಅರ್ಥಕಲನೆ, ಸರ್ಪಕ ಮತು ಲಂಬಕಗಳ 
್ರ ಸೆ 
ee) 
ಡ ರೇಖೆಗಳ ಮಧೆ ಏರ್ಪಡುವ ಕೋನ, ಲೆಕ್ಕಗಳು 


ಉಪಸರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಉಪಲಂಬರೇಖೆ, ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


Uw 


~ 


ಸಮೀಕರಣಗಳು, ಎದಬಿಡದು ಪ 


“ 
A 
KN 
p° 
(©) 
Hl 
91 
ak 
fl 
9 
Hl 
- 
3 
ಟ್ಕ 
a 
pe & 
& 


ಏಕಚರದ ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳು. ಲೆಕ್ಕಗಳು ಹಾಗೂ ದ್ದಿ- 
p ಇ [9] 
ಆಯಾಮದ ಚಿತ್ರಗಳನ್ನೊಳಗೊಂಡ ಲೆಕ್ಕಗಳು 


= XII - 


ಅವ್‌ NTF RRP we & ಖಿ Fay — ನ 

ಅನುಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರದ ಖೂಲಪ್ರಮೇಯದ ಹೇಳಿಕೆ; ಳಿಕುಕಲನವು ಅವಕಲನದ 

ನ್‌ ಪೋ ಸಂ TED - 

ಪ್ರತಿಲೋಮ ಕ್ರಿಯೆಯಾಗಿ, ಮುಖ್ಲಸ್ಪೂತಗಳು. ಅಷ್‌ಕಲದ ವಿಧಾಸಗಳು: (1) 

EN) ಇ pf ೨ ಎಲೆ 
ದೀಶದಿಂದ (11) ಆಂಶಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಿಂದ (i) ಭಾಗಶಃ ಅನುಕಲನ. ಲಕ್ಕಗಳು 


“{ 
l l b 4 | 1n } (x) 
] p - ಮಾ - i ¥R Xx); 7 (x) 
6 bcos RS ಗಾ b SIN X a CO Loan x+c f (x) 
l l | | i » 
7 > ’ > > > > 7 > ನ ne Ws 2 9 ಎ ) 
Mi ಸ SET ENA x30 


PCOSX+qSINnX 


acosx+bsinx 


ಅಧ್ಯಾಯ 13 9 ಘಂಟೆಗಳು 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲಗಳು ಮತ್ತು ಅವುಗಳ ಅನ್ವಯಗಳು 


Nm ನಗಲೆ PE A SR ಕಾ ಮಣ sad 
ಬದಿ Ww ಅನೂರಳ$ ye ಬಲಗಳನ್ನು ರ೦ಡುಿದಿದಿಯು ವುದು, ನರಿಯ ರ್‌ ನುಕಲಗ 4 
ು 0) 
re 29ಎ ಗಳ: 
Nಣಾಗಳು ಛು 


ಎ೨ 
ಮಾ 
| ° p — pe ಸೆ 6 ಆವಿ < ೨ Jp 
ವಿರ್ದಿಷ ಅನುಕಲಗಳ ಅನಯ - ಒಂದು ವಕರೇಖೆಯ ಕೆಳಗಿನ (ಪ್ರದೇಶದ) 
) __ 


ಸ pe ಕ್‌ ನಲ 
Nd ee ಹಮ ೯ ಜ್ಞ: 


Ca Pe 4 pS ಇವಲ್ಲ ಸ ~~ No a a ನ 
ಬರದ್ದೀಿಷ ಕನ ಅನ್ರಗಳಮ ಬಳಸಿ JE WD pS SS ರ್ಹ್‌ ಬ್ರಿ, OSS SITES SIS 
[8 ” — ೨) 
ee wd ಜಾತೆ ವಕ ಸ pe TO pene A pe pS 
ಲಿಂ ನಿಮಿ [43 ಖರ್ರಿಲ WATE NGSY. ್ಯ ಫು. 


WOOO SW ಲ ಹಲ 
ವ) 


, ಇ & a P 3 RO) 

ES ಫೆ ಹಿ ರ್‌ ವಾನಿ ) WC ೧3 ಗಳ ಎ ತಿ ವೂ 

Ss fed Sಠ ಸು ೨ೀಕರಲಣಾದ ಖಲಿ ಖಲ Ko) LD, WE Wig ಲ್ಲ p. We LIN FY 
wp: ರಿ 


- NIU - 


poten 


Re; 


1! 


lw 


ಪರಿವಿಡಿ 


ಸಂಖ್ಯಾಸಿದ್ಧಾಂತದ ಮೂಲ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು ಮತ್ತು 
ಸಮಶೇಷೀಯತಾ ಸಂಬಂಧ 


ಮೂಲ ಪರಿಕಲ ನೆಗಳು 


wi 


- XV - 


1-23 


| 7 ಗಿ ಸಾ 
BR yd Uy, ೬ As 
[9 
> ] ಫಿ 3 
ಹೇ A 
ಶ್‌ 
™ ಳಿ PR - ಪಾ ka 4 
2.) ಯುಕೆ ಡೀಂ _ ಭಾಜನ ನಿಧಿ 
A ಕ — - (ಈ ಎ 5 
| h) Uv Ad ND BS ee fo) 
_ so ¥ ನ 02 TN “~~ pe ಅಲ 
+. ಸಾಪೇಕ್ಷ ಅಖಟಲದ್ಯಾ ಸಂಖ್ಯಗಳು 9 
ಇ y ಳ್‌ © 
|.5 ಅವಿಭಾಜ್ನ ಸಂಖ್ರೆಗಳು 9 
| ' s 
ps R EE ಇ PR p 
| ಅವುಭಾಜ್ಞ ಸ೦ಖ್ದಿಗಳ J 9 
y ಶಿ ) 
Ke y PR 
ನ ಸಂಯುಕ (ಮಭಾಜ್ಯ) ಸಂಖ್ದಗಳೌ 1] 
a ರಿ ರಿ 
ಪ OE ಎಣ ರ ಬ ವಾಘಾ ಈ 
3 ಸಂಯುಕ್ತ ಸಿರಿಯು ೫ ಅಎಾದ್ಯ ಘ್‌ಲಲ ಆಈ ವರೀಕರೇ 1] 
9 
ಚ ಎಷೆ ಎಚ ಜಾತಾನಾ ನೆ ಎ ವು 
ನಿ4 ದತ್ತ ಸಂಖೆಯ ಧನಾತ್ಮಕ ಭಾಜಕಗಳ ಸಂಬ |? 
ನ್‌ ~ 
fe | ~ —_—— e” ಬೆ 
ey, Sy ಸುರಿಖ್ಯಿ el: ಾಂ೦ದರ ಖಲಿ ಧನಾತ್ಮಕ ಭಾಜಕಗ Fe ಜೌ. 12 
ಲ ) ಇ rT 
—— ಘೋ, pe ಫೆ 
1 ಸುಮುಿಶೇಮೀರಯಿ ಗ 16 
Ede a 3 Pa 
| 7 ಸಮಶೇಷೀಯತೆಗಳ ಗುಣಗಳು 16 
y ಮಿ pe ತೆ 
i ಭೀಮ ಸಮಿಶಳಿನಿಕಯ 20 
ಕೋಶಗಳು ಮತು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು ೨4-52 
8 —_ ~_—_ 
- ps pS 
| ಎ ಕೋಶಗಳು 4 
~ ಪೆನ್‌ ಗಂ ಎತಿ 3 Ne ತೌ Re 
py *4 SPOS ಬ ಗುಣವಿಶೇಣಃ B್‌ 77 
) 3 ಉಖರ್ಭಾ೯ರಕಗಲ್ಲು 7೪ 
a ಮ ES po 
|] ಬಾಷ್‌, ಸಹಗುಣಕ ವ CNR ಸ೦ಗತಕೂ ಪ್ರ 36 
ಸ ಖಿ ಕೊಲ RT i aa eR 
೨ ಮೃಶೇಷಿತ ಮತ್ತು ಅಆಪ್ಟಶೇಷಿತ ಕೋಶಗಳು 37 
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ಅಧ್ಯಾಯ 1 


ಸಂಖ್ಯಾ ಸಿದ್ಧಾ ೦ತದ ಮೂಲ ಪರಿಕಲ್ಪ ನೆಗಳು ಮತ್ತು 
ಶನ ಸಂಬಂಧ 


1.1 ಮೂಲ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು . 
ಈ ಅಧ್ಯಾಂ ದಲ್ಲಿ ನಾವು ಎಲ್ಲ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು, ಅವುಗಳ ನಡುವೆ 
ವ್ಲಾಖ್ಲಾನಿಸಬಹುದಾದ ಮುಖ ಸಂಬಂಧಗಳು ಮತ್ತು ಅವುಗಳ ಗುಣ 


ಎಲ್ಲ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣವನ್ನು 7 ಎಂಬ ಸಂಕೇತದಿಂದಲೂ, 
ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣವನ್ನು, ಅಂದರೆ ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣವನ್ನು, 


N ಬಂ೦ಬ ಸಂಕೇತದಿಂದಲೂ ನಮೂದಿಸುತ್ತೇವೆ 


- 


ಈಗಾಗಲೇ ತಿಳಿದಿರುವುದರಿಂದ ಆ ವಿಷಯದ ಅಧ್ಯ ಯನವನ್ನು ವಾವು 
ಸವಿವರವಾಗಿ ಹ: ಪೂರ್ಣತೆಗೋಸ ರವಾಗಿ ಪ್ರಸ್ತಾವಿಸುತ್ತ 
ಅದರ ಗುಣ ವಿಶೇಷಗಳನ್ನು ನೆನಪಿಸಿಕೊಳ್ಳುತ್ತೇವೆ. 


Zನಲ್ಲಿ ವ್ಯಾವ್ಯಾ ನಿಸಬಹುದಾದ "ವ' ಕ್ರಮಸಂಬಂಧವನ್ನು ಕುರಿತು ನಾವು 


abeZಮತ್ತು a<b@b-aeN. ಅಂದರೆ b-aeN 
ಆದಾಗ ಮತ್ತು ಆಗಬೇಕಾದರೆ ೧1< b ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
aA<bh ಅಥವಾ ರ ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು 
ಸತ್ಯವಾದರೆ ವ b ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಉದಾ : 4<4 (4) 
4<5 (©(5-4=] €N ಆದ್ದರಿಂದ 4<«5) 


pe 
pS p) 7 ಹ್‌ $s 
ಸಂಖಾ ಸಿದ್ದಾಂತದ ಮೂಲ ಪರಿಕಲ್ರನಗ - | 


ಈ ಸಂಬಂಧ “ ಈ ಕೆಳಗಿನ ವಯಮಗಳಿಗೆ 


ನಲ್ಲ 
ಬದವಾಗಿದೆ 
ಧಿ 
|. 2ನ ಎಲ್ಲ ಧಾತುಗಳಿಗೆ «a ಎ 4 ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ (< ಸ್ವತುಲ್ಯ 
ಸಂಬಂಧವಾಗಿದೆ) 
¥, 2 yj — AT fa ಎ 
DEE Eb ಮ ) b<a ಆದರೆ (a -b ಆಗುತ್ತದೆ. (< 


ಸಮಮಿತ ಸಂಬಂಧವಾಗಿದೆ) 
3 ಷರಿೀಲL, aನbಮತ್ತುb<eಆದರೆಡa:೭ ಆಗುತ್ತದೆ. (< 


ಪ್ರವಹನಶೀಲ ಸಂಬಂಧವಾಗಿದೆ). 


ಮೇಲಿನ ಮೂರು ನಿಯಮಗಳಿಗೆ ಬದ್ದ ವಾಗಿರುವ ಯಾವುದೇ 
ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಅಂದರೆ ಸ್ತತುಲ್ಕ, ಎಪ್ರತಿಸಮಮಿತ ಮತ್ತು ಪ್ರವಹನ 
ಶೀಲವಾಗಿರುವ ಯಾವುದೇ ಸಂಬಂಧವನ್ನು “ಆಂಶಿಕ ಕ್ರ ಮ” 


ಸಂಬಂಧವೆನ್ನುತ್ತಾರೆ. 
ನಾವು ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಿಸಿದ "ವ' ಸಂಬಂಧವು ಈ 

ಮೂರು ವಿಯಮಗಳಿ ಬದ್ದವಾಗಿದೆ. 

4. abeZ, ಆದಾಗ 4a<b ಅಥವಾ b <a ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ. ಆದರಿಂದಲೇ 
1 ನಲ್ಲಿ ನ ಕ್ರಮಸಂಬಂಧ (ಪೂರ್ಣಕ್ರಮ ಸಂಬಂಧವಾಗಿದೆ). 
ಯಾವುದೇ ಗಣದಲ್ಲಿ ಪೂರ್ಣಕ್ರಮ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಿಸ 

ಗಿದ್ದರೆ ಅಂತಹ ಗಣವನ್ನು “ಕ್ರಮಸಂಬಂಧಯುಕ್ತ” ಗಣವೆಂದು 
ತೆ 


ವು) 
ಕರಿದು ಕ್ರಮ ಸಂಬಂಧಯುಕ್ತ ಗಣವಾಗಿದೆ. 
; ಎಂಬ ಎರಡು ಪರಿಕರ್ಮಗಳು ಪ್ರಚಲಿತವಿವೆ. 


(£ ಎಂಬ ಕ್ರಮ ಸಂಬಂಧವು ಈ ಪರಿಕರ್ಮಗಳೊಂದಗೆ ಈ ಕೆಳಗಿವ 


೨. (೧(€Z2)ಮತ್ತುa<b ಆದರೆ a+c <b +c 


6. € ಯು ಯಣವಲ್ಲದ ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿದು (<b ಆದರೆ 4೭ < ಹ. 


bo 
Nl 
4 
ts 
5) 
| 


1:2 ಭಾಜ್ಯತಾ ಸಂಬಂಧ 
1.2.1 ವ್ಯಾಖ್ಯೆ 

bೀ 7 ಮತ್ತು ೧೬ರ ಆಗಿರಲಿ, ಹ - ಹಡಆೆಗುವಂತೆ 2ನಲ್ಲಿ k 
ಎಂಬ ಧಾತುವೊಂದಿದರೆ (4ಯು ಯನು ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ. alb ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 

ಎ pe 

ಹಾಗಾದಾಗ 14ಯು bಯ ಅಪವರ್ತನವೆಂದೂ ಅಥವಾ bಿಯು ನ 
ಅಪವರ್ತ್ಯ್ಯವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ೩|b ಅಡ ಆಗುವಂತೆ 
ಎ೭ ಧಾತುವೊಂದಿದೆ. 


ಉದಾ: 1.6=2.3 -3.2 ಆದ್ದರಿಂದ 316 ಮತ್ತು 216 

2. a=1-a=a-|ಆದರಿಂದ 1|ಡ ಮತ್ತು 4; ಇದು 2ನ ಎಲ್ಲ 
ಗಣಾಂಶಗಳಿಗೆ ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ. 
ab ಆದರೆ -4|bಿ ಮತ್ತು |-b ಆದ್ದರಿಂದ 2ನೆ ಯಾವುದೇ 


(OS) 


ಧಾತು ಗೆ ಕನಿಷ್ಠ 4 ಅಪವರ್ತನಗಳು ೫ 1, ೬0 ಇರುತ್ತವೆ. 
ಉದಾ: (1) 6ರ ಎಲ್ಲ ಅಪವರ್ತನಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 
|£1.+2. ೬3 6} ಇದು 6ರ ಎಲ್ಲ ಅಪವರ್ತನಗಳ ಗಣ. 


(11) 5ರ ಎಲ್ಲ ಅಪವರ್ತನಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 
+ 


ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಕೂಲಂಕುಷವಾಗಿ ಪರಿಶೀಲಿಸಿದರೆ ಭಾಜ್ಯತಾ 
ಸಂಬಂಧದ ಬಗ್ಗೆ ಈ ಕೆಳಗಿನ ವಿಷಯಗಳು ನಮ್ಮ ಗಮನಕ್ಕೆ ಬರು 
( 


(€) ab ಮತ್ತು bಡ ಆದರೆ a= ೬b 
(4) ab ಮತ್ತು ಹೀ ಆದರೆ b = ka c = kb (ki. k, €2) 
ಆಗುವಂತೆ ಇವೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ c=k(ka)=(kiky)a > alc 
ಅಂದರೆ, ೭ ವ್ಯಜ್ಯತಾ ಪವಹನಶೀಲವಾಗಿದೆ. 


ಈ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಸ್ವಾಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ ಗೆ 


ಸೀಮಿತಗೊಳಿಸಿದರೆ ಅದು ಸ್ವತುಲ್ಯವೂ, ಪ್ರತಿ ಸಮಮಿತವೂ ಮತ್ತು 
ಸಂಖಾ ಸಿದಾಂತದ ಮೂಲ ಪರಿಕಲ್ಪಸೆಗಳು ... 4. 


p) [3) 


ಳ್‌ |; y pe [4] ಧಾ ನಾನು ke" y 
ಪುವಹನಶೀಲವೂ ಆಗುವುದರಿಂದ ಆದು ಆಂಶಿಕ ಕ್ರಮ ಸಂಬಂಧವಾಗುತ್ತದೆ 
~~ 

ಲ ಹೆ pe ™ 

ನ್‌್‌ pe A ನಾಳೆ ೧ ೧ದರದೆ 
ಆದರೆ ಈ ಭಾಜ್ನತಾ ಸಂಬಂಧವು ಕ್ರಮ ಸಂಬಂಧವಲ್ಲ. ಎಏಎಕಂದರಿ - 
[S 

3೮ೀN ಆದರೆ 2|3ಮತ್ತು 312 


1.2.2 ಯುಕ್ತಿಡೀಂಯ ಭಾಜನ ವಿಧಿ 
ಈಗ 4 b ಎ೭ ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು 4 + 8 ಈ ಎರಡು 


ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಪಟ್ಟ 3 S=lb-aa\ae7} ಖಂ 
ಗೇಂಹನ್ನು ನ್ಭುಷ್ಟುಾಸಬುಹಯುದು. “ದು 1ನ ಉಪಗಣ ಮತ್ತು bes 
ಆದರಿಂದ $44. ಈಗ 7 ಎಂಬುದು ನಲ್ಲಿ ಕ ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಲ್ಲಿ 
ಅತಿ ಚಿಕ್ಕ ಧನಪುರ್ಣಾಂಕವಾಗಿರಲಿ. (ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಯಾವುದೇ ಧನ 
ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ ಅತಿಚಿಕ್ಕ ಹಿಸ್‌ ಇದನ್ನು ಸಕ್ರಮೀಕರಣ 
ಗುಣ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಕ್ರಮ ಸಂಬಂಧೆ ಯುಕ್ತ ಗುಣಗಳಲ್ಲಿ ಈ ಗುಣವಿದ್ದರೆ 


ಅದನ್ನು ಸಕ್ರಮಯು ಗಣವೆನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಸ್ತಾಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣಕ್ಕೆ ಈ 


ಗುಣವಿದೆ]. ಇಲ್ಲಿ ೧” ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿರು ವುದರಿಂದ 0 <7, ಈ r <4 
ಕೂಡಾ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಏಕೆಂದರೆ 7 > ೩a ಆದರೆ ೧ - ೩ ಒಂದು ಧನ 


ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿದ್ದು ಗಿಂತ ಸಣ್ಣ ದಾಗಿರುತ್ತದೆ ಮತ್ತು 1-೩೯8 
ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಆ ಕಾರಣ ಎಂಬ ; $ನಲ್ಲಿ ರುವ ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಲ್ಲಿ ಅತಿ 
ಚಿಕ್ಕದೆಂಬ ನಮ್ಮ ಆಯ್ಕೆಗೆ ರೊಗ a8 ಆದ್ದರಿಂದ ಕನಲ್ಲಿರುವ 
ಅತಿ ಚಿಕ್ಕ ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕ 7 <೩ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ r=b - aq, 0 
<r<aಅಥವಾb=aq+r,0O<r<a. 


9 


ಒಂದುವೇಳೆ 7 - ೧ ಆದರೆ b = 0(4 + 1) + 0 ಎಂದೂ 
ಬರೆಯಬಹುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ 4, b ಗಳನ್ನು 
ಕೊಟ್ಟಾಗ (ಯು ಧನ 'ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾದರೆ b=aq+r ಮತ್ತು0<r<a 
ಆಗುವಂತೆ 7 ಮತ್ತು 4 ಎಂಬ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಿರುತ್ತವೆ. ೩ ಮತ್ತು ಗಳಿಗೆ 
ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಅವುಗಳು ಏಕ್ಕೈಕವಾಗಿರುತ್ತವೆ. ಇದನ್ನು “ಯುಕ್ತಿಡೀಯ 
ಭಾಜನ ವಿಧಿ” ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇಲ್ಲಿ (ಅನ್ನು ಭಾಗಲಬ್ದ ವೆಂದೂ, 
ಅನ್ನು ಭಾಜ್ಯಶೇಷವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಶೇಷವು 0 ಮ alb 
ಆಗುತ್ತದೆ. 
“ಯುಕ್ತೀಡಿಯ ಭಾಜನ ವಿಧಿ” ಯನ್ನು ಈ ರೀತಿಯೂ ಬರೆಯಬಹುದು. 


4 ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


a)b ಅಥವಾ ba +rnOs r<a 
ps A ES 

ಶಿ ೯ ಎಂಬ ಪೂರ್ಣಾಂಕೆಗಳಿರುತ್ತವ ಮತ್ತು 4 

Ke 

gq ಮತ್ತು ಗಳು ಏಕ್ಕೈಕವಾಗಿರ ರುತವ. 


ಹ ಮುಖ್ಯವಾಗಿ ಮಹತ್ತಮ ce 


3 A 
ಡಿಯಲು ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ. 


P ಮಹತ್ತ ಮ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವಠ೭ಣಬ (ಅಲಂ ನಾ. ಅ.) 


(1 ಮತ್ತು ba ಸಣ ಸಿಯಲ್ರದ ಎರಡು ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಾಗಿರಲಿ. [4 ಮತ್ತು 
b ಗಳ ಎಲ್ಲ ಅಪವರ್ತನಗಳ ಗಣವನ್ನು ಅನುಕ್ರಮವಾಗಿ A ಮತ್ತು B 


AA 
E 


ಎಂದು ಬರೆಯೋಣ. ಆಗ ಸA೧ಔBಯ ಯಾವುದೇ ಧಾತು ಡ4ೆಯು, ಡಡ 
ಮತ್ತು 4b ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ, 4್ಕಯು ೩a ಮತ್ತು ಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ 


ಅಪವರ್ತನವಾಗಿರ ಂತ್ರದೆ. pe ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವತ್ತನಗಳ ಪೆ ಕೆ ಅಶತಿದೊಣ 


aad 
ಧನತ್ಮಾಕ : ಅಪವರ್ತನವೊಂದಿದೆ ಮತ್ತು ಅದು ವಿಕ್ಕೈಕವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಅದನ್ನು 
“ಮಹತ್ತಮ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನ" ಎಳದು ಕರೆಯುತೇವೆ. «a ಮ ರ 
bಗಳ ಮಹತ್ತಮ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನವನ್ನು (sb aeuಬ 


LY 


ಸಂಕೇತದಿಂದ ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 4ಯು ೩ ಮತು ರಗಳ ಮಹತವ 
pe 


ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನವಾದರೆ ಬೇರೆ ಯಾವುದೇ ಸ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನ 
ಯು ಯನ್ನು ಭಾಗಿಸುತ್ತ ದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಮಹತ್ತಮ ಸಾಮನ್ಯ ಅಪವರ್ತನವು ಈ ಕೆಳಗಿನ 
w 


1. 4dಯು ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿದೆ ಮತ್ತು 4|ಡ ಮತ್ತು 4b 


2. ಬೇರೆ ಯಾವುದೇ ಸಾಮಾನ್ನ ಅಪವರ್ತನ ಡೆ, ಆಗಿದರೆ 4।|b. 


ಉದಾಹರಣೆ: 56 ಮತ್ತು 48ರ ಮಹತ್ತಮ ಸಾಮಾನ್ನ ಅಪವರ್ತನವನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
56ರ ಅಪವರ್ತನಗಳ ಗಣ 
={+56. +1. +2, +4, +£7.48, +14, +28} 
48ರ ಅಪವರ್ತನಗಳ ಗಣ 
={+48, +1, +2, +3, +4. +0, +8, +12, £16, £24} 


bs ಲನೆಗಳು .. K 
ಸಂಖ್ದಾ ಸಿದಾಂತದ ಮೂಲ ಪರಿಕಲ್ರ - 
sp 


ಇವರ್ತನಗಳ ಗಣ * 1, +2. +4. +8) 


. pe 


PA ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪ 
ಆದ್ದರಿಂದ ಮಹತ್ತ ಮ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನ - 8 


ಎರಡು ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಮಹತ್ತಮ ಸಾ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನವನ್ನು 
ಯುಕ್ತಿಡೀಯ ಭಾಜನ ವಿಧಿಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ 
ವಿಧಾನವನ್ನು ನಾವು ಈ ಕೆಳಗೆ ವಿವರಿಸುತ್ತೇವೆ. 

0 ಹಮ್‌ ಬ್ರಾನ ಎರಗಳಾಗಿರಲಿ. ಸಾರ್ವತ್ರಿಕತೆಯ 
ಯಾವುದೇ ನಷ್ಟವಿ ವಿಲ್ಲದೆ ab ಆದರೆ ೩aಯು ಮಹತ್ತಮ ಸಾಮಾ: 


$ 
ಅಪವರ್ತನವಾಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ lb (a ಸಂಖ್ಯೆಯು ಯನ್ನು 
ಭಾಗಿಸುವುದಿಲ್ಲ) ಎ ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಈ ಯುಕ್ತಿಡೀಯ ಭಾಜನ ವಿಧಿಯನ್ನು 


ಉಪಯೋಗಿಸಿ ನಾವು ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಒಂದು ಶ್ರೇಣಿಯನ್ನು ಈ 
ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯುತ್ತೇವೆ. ರ, ೩ ೧,7,7; ಇತ್ಯಾದಿ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು ಈಗ 
Laag, +r 
a=rq)2 + 7» 
rn=rnq*r 


ಈ, ಸಮೀಕರಣಗಳು ಹುಟ್ಟಿಕೊಳ್ಳುತ್ತವೆ. ಈ ಶ್ರೇಣಿಯಲ್ಲಿ ವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು 


ಅನುಕ್ರಮವಾಗಿ b> UN DPS ಈ ಕ್ರೀಡೆಂ ಮು 
ಅನಂತವಾಗಿರಲು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲದ ಕಾರಣ 7, = 0 ಆಗುವಂತೆ ಒಂದು 
ಪೂರ್ಣಾಂಕವಿರುತ್ತದೆ. ಆಗ ಗ2= 4 ಗ ಕಗುತ್ತದೆ. ಮುಂದಕ್ಕೆ 
ಭಾಜನ ವಿಧಿಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಲು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲವಾಗಿ ಶ್ರೇಣಿಯು 
ಅಂತ್ಯಗೊಳ್ಳುತ್ತದೆ. ಈ ಕೊನೆಯ ಸೊನ್ನೆಯಲ್ಲದ ಶೇಷ ಅಮು ಡೆ 
ಎಂದು ಕರೆಯೋಣ. ಈ 4 ಯು 71; ಅನ್ನು ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ. ಈಗ ೯, 
ಗ2ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಹಿಂದಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ಅನುಕ್ರಮವಾಗಿ 
ಆದೇಶಿಸುತ್ತ ಬಂದರೆ dr, dr... dr. dri. dla. db ಎಂದು 


ಸಾಧಿಸಬಹುದು. ಅಂದರೆ dಯ ಮೇಲಿನ ಶ್ರೇಣಿಯ ಎಲ್ಲ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪ ಪವರ್ತನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳಿಂದ 
ವ್ಯಕ್ತ ವಾಗುವ ಇನ್ನೊಂದು ಅಂಶವೆಂದರೆ 


r =b-aq =a(—q)+b 
2G) =a-(b-aqy)qs 


= (D- ag, | ql(a, +1192) bq | 
a —q50+q.q5)1¥ P+ 4245 ) 


1 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನೂ Sa + Lb ov 


ಮೇಲಿನ TN ಎಲ 
ey 


ಹೀಗೆ ಮೇಲಿನ 
ಣಾ 3 ೧ ೩೧ - 
ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು BOS. be 
ಮುಖ್ಯವಾಗಿ ಅ ಪ್ರೇಣಿಎತು ಔ ೧ವೆಯ ಸೊನೆಯಲ ದ Hem Fa d 
ಯನ್ನು ಕೂಡ 54a + Lb ಎಂಬ ರೂಪದಲಿ ್‌ ಬರೆಯಬಹುದು. 
ಈಗಾಗಲೇ ಡd4ೆಯು ಮತ್ತು ಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವತ್ತ£ನವೆಂದು 
ಕಂಡುಕೊಂಡಿದ್ದೇ ಬೇ 
| ಹಜ್‌ 
ಈಗ 4 ಇನ್ಯಾವುದೇ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನವಾದರೆ a=kid' 
ಜ್‌ Z% 


ಆದ್ದರಿಂದ 4=$(kad')+ L(kd')= (Sk, + Lk,)d 
d'|ld ಮತ್ತು dಯು ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿದೆ. 


wd 
ಫಿ 
[ 
ಅಂದರ, 
ps) — ps 
J ಸಾಬಿರಾನ್ನಿ Ned 


ಹಾಗಾಗಿ 4ೆಯು ಮಹತ್ತ ವ ್ಯ 


PY pe) _— 
EON ಟು 


: ಭಾಜನ ವಿಧಿಯ »ನ್ನುಪಂ 


ಸಾಮಾನ ಅಪವರ್ತನವನ್ನು ಕಂ 


% 
56 = 1(48) + 8 
ಮತ್ತು 48=6(8)+0 

ಅಪವತ್ತನ 8. 


oe SSS) 


ಡುಹಿದಿಯಿರಿ. 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಮಹತ್ತಮ ಸಾಮಾನ 
ವಿಧಿಯನ್ನುಪಯೋಗಿಸಿ 456 ಮತ್ತು 362ರ 


ಉದಾಹರಣೆ 2: ಭಾಜನ 
ಅಪವರ್ತನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 


ಮಹತ್ತವ ಖು ಸಾಮಾನ್ಯ 
362) 456 (1 
362 
94) 362 (3 
282 
80) 94 (1 

80 

ವ ಮೂಲ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಗಳು 


~J 


14) 80 (5 
70 
10) 14 (1 
10 
4) 10 (2 
8 
2) 4 (2 


4 
s 0 
ಶೇಷಗಳು ಅನುಕ್ರಮವಾಗಿ 94. 80. 14 Ro 
ಶೂನ್ಮ್ನವಲ್ಲದ ಕೊನೆಯ ಶೇಷ 2. ಇದೇ ದತ್ತ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಮಹತ್ತದು 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನ. 
ಉದಾಹರಣೆ 3: 325 ಮತ್ತು. 456ರ ಮಹತಮ ಸಾಮಾನ 
ಅಪವರ್ತನವನ್ನು ಕಂಡುಹಪಿಡಿಯಿ 


325) 456 (1 
325 
131) 325 (2 
262 
63) 131 (2 
126 
5) 63 (12 
60 
3)5 (1 
3 
2) 3 ( 
1)2(02 
2 
0 
ಇಲ್ಲಿ ಶೇಷಗಳು ಅನುಕ್ರಮವಾಗಿ 131, 63.5.3.2.1,0. 


ಕೊನೆಯ ಸೊನ್ನೆಯಲ್ಲದ ಶೇಷ 1. ಆದ್ದರಿಂದ ದತ್ತ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಮಹತ್ತಮ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನ 1. 


ಉದಾಹರಣೆ 4: 315 ಮತ್ತು 57 ರ ಮಹ್‌ ತ್ರಮ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನವನು 
? 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಅದನ್ನು Sa + Lb ರೂಪ ಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ. 
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ke 


57) 315 (5 
285 
30) 57 (1 
30 
27) 30 (1 
27 
3) 27 (9 


27 
0 
(57, 315) = 3. ಭಾಜನ ವಿಧಿಯನ್ನುಪಯೋಗಿಸಿ, 


315 =5x57+30 
f= Lx 30Kk2Z/ 
30 =1 x27 +3 


ಆದ್ದರಿಂದ 3=30-1x27 


=30-—1(57-30x1) 

= —57 + (2)30 
T+ T(31 SEAS) 
= (—11)57 + (2)315. 


1.4 ಸಾಪೇಕ್ಟ ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳು 

ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: ಎರಡು ಸಹಜ ಸಂ ಬೈಗಳು a ಮತ್ತು ಗಳ ಮ.ಸಾ.ಅ (4, b)=1 
ಆಗಿರುವಂತೆ ಇದ್ದರೆ, ಆ ಸ ಳನ್ದು ಪರಸ್ತರ ಸಾಪೇಕ್ಷ ಅವಿಭಾಜ್ಯ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳೆಂದು ಕರೆಯ ುತ್ರೇವೆ 


6ನ ಮಾ ್ಯ W ಖಿ 

ಅಂದರೆ, ಎರಡು ಸಾಪೇಕ್ಟ ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂ ph ಅಲ್ಲದೆ 

) — re 

ಬೇರೆ. ಯಾವುದೇ .ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಾಮಾನ್ಯ ವರ್ತನಗಳನ್ನು 
ಹೊಂದಿರುವುದಿಲ್ಲ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು: (014. 9) = 1 (10) (64.45) = 1 (111) (32, 45) = 1. 


1.5 ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಮತ್ತು ಸಂಯುಕ್ತ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು 
15.1 (1) ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು 

ಯಾವುದೇ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಗೆ ೬1, ೬ ಗಳು ಅಗತ್ಯವಾಗಿ ಅಪವರ್ತನ 
ಗಳಾಗಿರುತ್ತವೆ. ಈ ಅಪವರ್ತನಗಳಲ್ಲದೆ ಗೆ ಬೇರೆ ಯಾವ 
ಅಪವರ್ತನಗಳೂ ಇಲ್ಲದಿದ್ದಲ್ಲಿ ಅಂತಹ ಧನಾತ್ಮಕ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳನ್ನು 


ವೆ. ಯಾವುದೇ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ? ಗೆ 


ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳೆನ್ನು ತ್ತೆ 
ಕೇವಲ ಎರಡು ಧನಾತ್ಮಕ ಅಪವರ್ತನಗಳು 1 ಮತ್ತು P ಮಾತ್ರ ಇದ್ದಲ್ಲಿ 
ಅದನ್ನು ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯೆನ್ನುತ್ತೇವೆ 
ಉದಾ: (1) 2.3.5. 11 ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು 
(2) 6 ಅವಿಭಾಜ್ಯವಲ್ಲ ಏಕೆಂದರೆ 1.6 ಅಲದೆ 2 ಮತ್ತು 3 
ಧನಾತ್ಮಕ ಅಪವರ್ತನಗಳಿವೆ 


(i1) ಸಗಳ , = ಘಾ NR) 


ಅವಿಭಾಜ್ಯವಲ್ಲದ ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕವನ್ನು ಸಂಯುಕ್ತ ಸಂಖ್ಯೆ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತೇವೆ. ಅಂದರೆ, ೯ ಎಂಬುದು ಒಂದು ಸಂಯುಕ ಸಂಖೆೆಯಾಗಿದರೆ, 
ಶಿ a) 


ಮತ್ತು ೯ ಅಲ್ಲದೆ ಬೇರೆ ಒಂದಾದರೂ ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕ 


ಪ್ರಮೇಯ 1: ಈಗ (ಯು ಒಂದು ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿರಲಿ. ಗPೌಯು 


ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೆ ?|0 ಅಥವಾ (ಗೌ, ೧) -!1 ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಸಾಧನೆ: P|೩ ಆದರೆ ಸಾಧಿಸಲು ಏನೂ ಉಳಿಯುವುದಿಲ್ಲ. P|ಡ ಆದರೆ (ನ, 
a) = ಆಗಿರಲಿ. 

ಈ (ಯು P ಮತ್ತು ಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನ. dಯು ಧನಾತ್ಮಕ 
ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಮತ್ತು Pಿಯು ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರು 
ವುದರಿಂದ 4 | ಆಗುತ್ತದೆ. 


ಸಾಪೇಕ್ಷ ಅಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು: ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ 
ಮಹತ್ತಮ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನ | ಆದರೆ ಆ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳನ್ನು 
pe 


5 
ಪರಸರ ಸಾಪೇಕ ಅಭಾಜ್ನ ಎನುತ 
[90 eh £ ಮ 


: 


ಪ್ರಮೇಯ 2: ೭0ರ ಮತ್ತು (೧೩) =-1 ಆದರೆ €|b. ಅಂದರೆ, ಯು 
ab ಯನ್ನು ಭಾಗಿಸುವ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಮತ್ತು € ಮತ್ತು ೩ಗಳು ಪರಸರ 


ಸಾಪೇಕ್ಷ ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾದರೆ ಯು bಯನ್ನು ಭಾಗಿಸುತ್ತದೆ. 


ಸಾಧನೆ: |b ಮತ್ತು (, ೧) = 1 ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 
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ಆದ್ದರಿಂದ xc + ya =| ಆಗುವಂತೆ 7ನಲಿ ೩ ೪ ಎಜೆ ಧಾತುಗಳಿವೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ b(xc + ya) =p 
= bxc+thbya=p 
c]ab ಈ ೩b = ೬ ಆಗುವಂತೆ 7ನಲ ಎಂಬ ಠಾತುವಿದೆ. 
ಹಾಗಾಗಿ, b=(bx)c + (ky) 
ie. b=(br+ky)c = c|b 
ಪಪ್ರಮೇಯ: ?|0b ಮತ್ತು P ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೆ, P| 


ಅಥವಾ Pb. 


ವಾನಿ Pi ed A wes 
ತಖುದಂತೆ |b. 


tl tal 


ಕ್ತ 
ಭಷ ಧೊಶಾಗಾ್‌ವು ದ ಸಂಖ್ಯೆಯಲ್ಲದಿದ್ದರೆ ಅದನ್ನು 
ನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 6. 9. 10. 
15 ಸಂಯುಕ, ಸಂಖ್ಯೆಗಳು. (ಯು ಒಂದು [ಲ್ಲ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೆ € = 01, 
a೯ ಲ bh ವಲ ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು ಈ ಪ್ರಕ್ರಿಯೆಯಿಂದ ಬರುವ 
ಅಪವರ್ತನಗಳು ಆ ಗುಣಲಬ್ರದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿ ವ ಕ್ರಮವನ್ನು ಬಿಟ್ಟರೆ ಏಕ್ಕೈಕ 
ನು ಈ 


ವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಈ ಪಶಮೇಘಟ ಸಾಧನೆಯ 


1.5.3 ಸಂಯುಕ್ತ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಘಾತ ಅಪವರ್ತನೀಕರಣ 


pS ವಿ 
ಒಂದು ಸಂಯುಕ್ತ ಸಂಖ್ಯ ಯನ್ನು ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ 
8 


fu 


o 
ಗುಣಲಬ ವಾಗಿ ಬರೆಯುವಾಗ ಆ ಅಪವರ್ತನಗಳಲ್ಲಿ ಕೆಲವು ಪುನರಾವರ್ತನ 
ಹೊಂದಿರಬಹುದು. 

ಈಗ ೩ ಸಂಯುಕ್ತ ಸಂಖ್ಯೆಯು, PP ............. P್ಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು 
ಅಪವರ್ತನಗಳನ್ನಾಗಿ ಗಿ ಹೊಂದಿದ್ದು, ಅವುಗಳು ಪ್ರತ್ಯೇಕವಾಗಿ Oi dy es: (1 
ಸಲ ಪುನರಾವರ್ತನ ಹೊಂದಿರಲಿ. ಆಗ ಸಂಯುಕ್ತ ಸಂಖ್ಯೆ ೩ಯ ಮಾದರಿ 


* ಖಣಿ 4 
ಸಂವಿವಜನೆಯ ರೂಪ: 


p  ಪಲಿಕಲ್ಲ 'ನೌಗಳು KN || 


ಇಲ್ಲಿ P<P <P... <P, 


ಉದಾಹರಣೆ: (1) 1872 =-2.313 
(ii) 30400 =4°.5°.19 


1.5.4 ದತ್ತ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಧನಾತ್ಮಕ ಭಾಜಕಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ 
a ಎಂಬುದು ಒಂದು ದತ್ತ ಪೂಣಾ£ಂಕವಾಗಿರಲಿ. 
ಧನಾತ್ಮಕ ಭಂಜರಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಯನ್ನು T7(a) ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿ ಸೂಚಿಸೋಣ. 
ಅಂದರೆ TEP RE ROE as ps 
೦ಬುದು ೩ಯ ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಅಪವರ್ತನಗಳ ಮಾದರಿ ಸಂವಿಭಜನಿ 


ಯಾಗಿರಲಿ ಆಗ (ಯ ಯಾವುದೇ ಭಾಜಕ ಸಂಖ್ಯೆ (ಸೆಯು 


> mM, pe PR ps 
ST Ne NE P,* ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿರುತದೆ. 
ಇಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು NL. nn 0<m<a 
ಆಗಿರುತ್ತದೆ 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಪ್ರ ಕಿಯೊಂದು ಸಂಖ್ಯೆ mn (a; + 1) ಸಾಧ್ಯತೆಗಳಿ ತವೆ 
ಹೀಗಾದ್ದರಿಂದ, (ಸಂಖ್ಯೆಯ (4ಯಂತಹ) ಭಾಜಕಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು(m,. ml). 
p ಎನಗ) ಗಣದ ವಿಭಿನ್ನ ಆಯ್ಕೆಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಸಮನಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಈ 
ಆಯ್ಕೆಗಳು ಮೇಲೆ ಹೇಳಿದ ನಿರ್ಬಂಧಗಳಿಗೆ ಒಳಗಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂತಹ 
ಆಯ್ಕೆಗಳ ಸಂಖೆ 


ರಿ 
(l+al+a)ld+a).......... (1+ a,) 
ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಆದರಿಂದ 
Tla)=tk+a,) (La)... (1+). 
ಉದಾಹರಣೆ: 768 = 275% 


T7168) =(1 +8) 0 +1)= 


1.5.5 ಸಂಖ್ಯೆ ತೊಂದರ ಎಲ್ಲ ಧನಾತ್ಮಕ ಭಾಜಕಗಳ ಮೊತ್ತ 
ಒಂದು ದತ್ತ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆ ೩ಯ ಎಲ್ಲ ಧನಾತ್ಮಕ ಭಾಜಕಗಳ 
ಮೊತ್ತವನ್ನು 5(a) ಎಂದು ಸೂಚಿಸೋಣ. 
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ನನ 
P 


dd 
mle) 


ಅಪವರ್ತನಗಳ ಮಾದರಿ ಸಂವಿಭಜ: 


a — Re 


TEES HE 
_— 

| J 
| 
A - ky 
ek 
SAE 
a 
lo 

| | 
ಫಳ | 
| 
ದಿ 
ee AP 
ge 
x 

|| 
ಇ | 
__|Q 
ck 
Re 

|| 

~~ 

Ke 

ee 

ಗು 


% ್‌ 
© 
Ve 
1! 
B 
ನ 
ಟಿ 
Ve 
6 
bY 
» ೧ 
WEE 
Wp 
ke ( 
ME 
( [7 
NI € 
Wp 
F O 
ರ ಇ 
> 


ete SE ON 


ತದೆ. 
ಮ 


ದರಿಂದ 1<x<k ಆಗಿರು 


c= 
Ne 


ಅದು x ಆಗಿರಲಿ. 


pa 
wy 


xla 


ಈಗ, 


ಶಜಕವಾಗುತ, 


x|k ಮತ್ತು 


sf 
Ws 


೧ Y Y 
4 ಸ 


& ಸಂಖ್ಯೆಯು (ಯ 


೨» ಇರುವ 


Us 


ಅಂದರೆ ಗಿಂತ ಕಡಿ 


) 

B 

G 

13 

3 

O 

(3 

% 

ಣೆ 

p) 

[3 

Ww 

3 

py) 

WB 

2 

Ww 
(3° 

) 4 

ಬ್‌ ೦ 

o 

Ww 

ಬ್ರ | 
೯ 

1 
A 
[©) 

೪% % 

B + 

D % 


ಸ್‌ 
Ne * 


ಸಂಖ್ಯೆ ಆಗಿರ 


ಸ್ಸ ಅವಿಭಾಜ್ಯ 


೦ಬುದು ಗರಿಷ 


೨) 


Ne 


;ಈ 
¥ 
ವ 
AL: 
೯ 

8) 

Ko 
ಭ್‌ 
% r 
mw 
ಘೌ ೧೧ 
ಗಲು 
a + 
K)) _— 
x || 
ಗಸಿ ೭ 
3 
3) 

(©) 
ರ 
ಇಗ 
fs) 
B 

(©) 
)) 


|3 


= 29. 
ಪರಿಕಲ್ಲನಗಳು KE; 


ಅಂದರೆ ಗಿಂತ ಕಡಿಮೆ ಇರುವ ಎಲ್ಲಾ ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ 


ಣಿ 
ಗುಣಲಬ ಕ್ಕಿಂತ 1 ಹೆಚ್ಚು. ಈಗ, N ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು NS Pಗಳ 
[4 ಬಟ 
ಪ್ಲೈಕಿ ಯಾವ ಸಂಖೆಯಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದರೂ ಶೇಷ | ಉಳಿಯುತ್ತದೆ. 


ಅದಿರಿಂದ, 2, 3,5,........ Pಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುದೂ N ಸಂಖ್ಯೆಯ 
ಭಾಜಕವಲ್ಲ. ಈಗ N ಎಂಬುದು 


(1) ಒಂದು ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ. ಅಥವಾ 
(11) ಒಂದು ಸಂಯುಕ್ತ ಸಂಖ್ಯೆ ಆಗಿರಬಹುದು. 


(1) N ಬಂದು ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗಗN>ನP. ಅಂದರೆ ಗರಿಷ್ಟ 
ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ Pಿಗಿಂತ ಹೆಚ್ಚಿನ ಒಂದು ಅವಿಭಾಜ ಸಂಖ್ಯೆ N ಇದೆ 

(1) N ಒಂದು ಸಂಯುಕ್ತ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, AA PF 
ಗಳಿಗಿಂತ ಬೇರೆಯಾದ ಒಂದು ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ 4 ಎಂಬುದು N 
ಸಂಖ್ಯೆಯ ಭಾಜಕವಾಗಿರಬೇಕು. ಇಲ್ಲಿ 4 > P ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿದೆ 
ಅಂದರೆ ಯ ಊಹಿಸಲಾದ ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ Pಗಿಂತ ಹೆಚ್ಚಿನ 


ಹೀಗೆ, ಮೇಲಿನ ಎರಡು ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲೂ Pಿಯು ಗರಿಷ್ಟ ಅವಿಭಾಜ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಎಂಬ ಹೇಳಿಕೆಗೆ ವಿರೋಧ ಉಂಟಾಗುತ್ತದೆ. 


ef 
[$2 


ಆದರಿಂದ, ಅನಿ ಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಲೆಗಳು ಅನಂ 
ಪ್ರಮೇಯ ತ: ॥ +೬ by) = 1 ಆಗಿರುವಂತೆ ೫ ಮತ್ತು 


ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಿದರೆ, ಆಗ (0, b) = 1. 
ಅಂದರೆ (೧b, ೩, ೪ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು a + by = 1 ಸಮೀಕರಣವು 


ಸರಿ ಹೊಂದುವಂತಿದರೆ, ಆಗ ಮತ್ತು b ಸಂಖಬೆಗಳು ಸಾಪೇಕ 
Uh 


ಸಾಧನೆ: ಸಾಧ್ಯವಿದ್ದರೆ, (0 b)- 441 ಆಗಿರಲಿ, ಈಗ 4 ಮತ್ತು 4 
ಆಗಿರುವುದರಿಂದ. 
dlax ಮತ್ತು by 
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" d(ax + by) 

ಆದರೆ a+tby=]-q /1 
ಆದರೆ 4 » 1 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 4 ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. ಆದ್ದರಿಂದ 
ಉಂಟಾಗಿರುವ ವಿರೋಧದಿಂದಾಗಿ (a. b)= 1. 


ಪ್ರಮೇಯ 4: (0,ರ)=1 ಮತ್ತು (1೭) 1 ಆಗಿದ್ದರೆ, (4, be) =1 


ಸಾಧನೆ: (a, b)=1 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


l=ax+by mek 
ಸಮೀಕರಣ ಸರಿಹೊಂದುವಂತೆ ೫x ಮತ್ತು ೪ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು ಇರುತ್ತವೆ. 


ಅಂತೆಯೇ (014 )=1=1=amy+cn (1 
ಆಗುವಂತೆ mM ಗ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು ಇರುತ್ತವೆ. 
(ax + by) (am + cn) = 1 
soದರೆ amx+ax-cn+abym+ beny =| 
ಅಥವಾ (amx + cnx + bmyv)a + (ny)bc = 1 
ಅಥವಾ p(a) + q(bc) = 1 
ಇಲ್ಲಿ p=amx+cnx + bmy ಮತ್ತೆ = 3) 
ಫಲಿತಾಂಶ (3) ಕೈ ಕೆ ಪ್ರಮೇಯ (3) ಅನ್ನು ಅನ್ತಯಿಸುವುದರಿಂದ 
eh), =. 1 pd a ಮತ್ತು bೀ ಸಂಖ್ರೆಗಳು ಸಾಪೇಕ್ಷ 


ವಿಭಾಜ್ಯ ಗಳೆಂದು ಸಾಧಿಸದಂತಾಯಿತು. 


(£ 


ಪ್ರಮೇಯ 5: ಒಂದು ಸಂಯುಕ್ತ ಸಂಖ್ಯೆ (ಯ ಕನಿಷ್ಠ ಧನ ಭಾಜಕವು 


Va ಅನು ಮೀರುವುದಿಲ್ಲ. 
ಲ್ಸ $y 


ಸಾಧನೆ: ೩4 ಎಂಬ ಸಂಯುಕ್ತ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಕನಿಷ್ಠ ಧನಾತ್ಮಕ ಭಾಜಕವು F 
p>) ನಿ ನ % ೬ (y 
ಆಗಿರಲಿ 
a a= KP “1 < P<k) 


ಈಗ, P< ಎಂಬುದನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಿ. 
ಮೇಲಿನ ಅಸಮೀಕರಣದ ಎರಡು ಕಡೆಗಳನ್ನು /೧>»0 ಇಂದ 


0) KB) 
ಗುಣಿಸಿದಾಗ 
 ಪಂಕಲನೆಗಳು... K 


ಅಥವಾ P" <a [4 [41 = KP) 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ Pಯು Ja ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಮೀರುವುದಿಲ್ಲ. 


1.6 ಸಮಶೇಷೀಯತೆಗಳು 

ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: ೧ ಮತ್ತು b ಯಾವುದೇ. ಎರಡು ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಾಗಿದಲಿ. m 
ಎಂಬುದು ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 4-b ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು 
m ಸಂಖ್ದೆಯು ನಿಃಶೇಷವಾಗಿ ಭಾಗಿಸಿದರೆ (mM[a-b). 4a ಮ ೨೬ b 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳು (ಗೆ ks ಸಮಶೇಷೀಯ ಎನ 
ಗೆ ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ 


pS 
ತೇವೆ. ಇದನು 
[= 


Hy 
J 
ನಾ 


6° 


a= b (mod m) 


(ಓದುವ ಕ್ರಮ: "ಇ ಕಾಂಗ್ರುಯೆಂಟ್‌ b: ಮಾಡ್ಕೂಲೊ mm”) ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ 
ಆದ್ದರಿಂದ 
6) 
a =b (mod m) ಮತ್ತು (m|a —b) 


ಎಂಬ ಎರಡು ಹೇಳಿಕೆಗಳೂ ಸಮಾನವಾಗಿವೆ. 
a = (Mod m) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಅಂದ (m|a-—b) ಆಗಿದೆ, 
a-b=km ಥಾ a=b+ km 
(ಇಲ್ಲಿ ್ಣ ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕ) ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
= hb (mod m) ಆಗಿಲ ದಿದ್ದರೆ, 
a # b (mod m) ಅಂದರೆ m]a-—b ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
(1) 16=4 (mod3) - 316-4 


(11) 21=-4(modS) - 521-(—4Y 
(mn) 15# 3(mod7) -7|15-3 


1.7 ಸಮಶೇಷೀಯತೆಗಳ ಗುಣಗಳು 
ಪ್ರಮೇಯ 1: ಸಮಶೇಷೀಯತೆಯ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣದ ಮೇಲೆ 
ನಮಿ ಸಮಾನತೆಯ ಸಿಂಬಂಧವಾಗಿದೆ. 
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44 


ಸಾಧನೆ: ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಲ ಗಣ 2 ಮೇಲೆ “(ಯಂ mM) ನಐಂಬ 
ಸಮಶೇಷೀಯತೆಯನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಿ, ಇಲ್ಲಿ ಎಂಬುದು ಒಂದು ಧನಾತ್ಮಕ 
ಸ್ಥಿರ ಪೂರ್ಣಾಂಕ. :ಸಮಶೇ ಷೀಯತೆಯು ಒಂದು ಾವನಾನತೆಯ ಸಂಬಂಧ” 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಬೇಕಾದರೆ ಆ ಸಂಬಂದವು () ಆತ್ಮವರ್ತಕ (ರಿಫ್ಲೇಕ್ಸೀವ್‌) 
(1) ಸಮಮಿತೀಯ (ಸಿಮೆ ಟ್ರಿಕ್‌) ಮತ್ತು (1) ಪ್ರವಹನೀಯ (ಟ್ರಾನ್ನಿಟಿವ್‌) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕಾಗುತದೆ 


ಕ 


ಲ 


(1) ಆತ್ಮವರ್ತಕ: aeZ ಆ 


m|0 ಅಥವಾ | -೩ ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿದೆ. 
ಹಃ a = a(mod mm) 
ಅಂದರೆ “= (Md ಗಣ)” ಎಂಬುದು ಆತ್ಮವರ್ತಕ ಸಂಬಂಧವಾಗಿದೆ. 


(1) ಸಮಮಿತೀಯ: ೧b 1 ಗಿರ 


ಆಗ a= b(modm) = ma —b 
ಸ m|—{a— bh) =mlb-—a 
ಅಂದರೆ _ b =a (mod mm). 
ಆದರಿಂದ " = (mod m) ಎಂಬುದು ಸಮಮಿತೀಯ ಸಂಬಂಧವಾಗಿದೆ. 


(111) ಪ್ರವಹನೀಯ: 4b, 6೮ 2 ಆಅಗಿಶಲ್ಲಿ. 
a=b (mod m) ಮತ್ತು ೧) 3c(mMಂd mM) ಆಗಿರಲಿ. 


ಇ“m-b ಮತ್ತು) ೯ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಆದರಿಂದ mM[(a-b)+(b-c) = mla-c 


ಫಿ 


“EO ದೆರೆ a= = C(mod m)- ತ್ತೆ U೨. 


Fe bs ಧ್‌ 8 ~ pA Rn 
ಆದರಿಂದ "೫ (Mod mM) ಎಂಬುದು ಪ್ರವಹನೀಯ ಸಂಬಂಧವಾಗಿದ 
[9) 
ಈಗ (1). (1), ಮತ್ತು (11) ಫಲಿತಾಂಶಗಳಿಂದ ಸಮಶೇಷೀಯತೆಯಾ: ಒಂದ 


pe 


ಸಮಾನತೆಯ ಸಂಬಂಧ ಎಂದು ಸಾಧಿಸದಂತಾಯಿತು. 


ಪ್ರಮೇಯ 2: ೩ರ (mod m) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
atx=b&x(modm) ಮ ುತ್ರು 
ax = bx (mod m) 

ಘು EE 


_ ಒಹ್‌ ಪೆ 
ಸುಖಾ ಸಿದಾಂತದ ಮೂಲ ಪರಿಕಲ 
ನ) ಛಿ 


ಸಾಧನೆ: (1) ಈಗ 4 b (mod m) ಆಗಿದೆ 
ಅಂದರೆ - “ಉmಡ-b = ma + x) — (b + Xx) 
ಅಥವಾ a—x=b-x(modm) 
ಆದೇ ರೀತಿ ಉಡ -b = ma — xX) — (b— x) 


ಅಥವಾ a—x=b-x(modm) 


(i1) a = b (mod m) = mab 
m(a — b)X VxeZ 
ಅಥವಾ ax - bx 


ಅಂದರೆ ax = bx (mod m) 


ಪ್ರಮೇಯ 3: (ನಿರಸನ ನಿಯಮ) 
c ಮತ್ತು m ಸಾಪೇಕ್ಷ ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿದ್ದು ca = cb (mod m) 


ಆಗಿದ್ದರೆ sn a= b (mod m). 


ಸಾಧನೆ: ೭ ಮತ್ತು mn ಸಾಪೇಕ್ಸ ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖೆಗಳಾಗಿವೆ. 
ಅಂದರೆ ((m=1 .. mc .. (1) 
Nn ca= ch (mod m) = mca — cb ಆಗಿರಲಿ 
ಅಥವಾ (a - b). | 
ಸಮೀಕರಣ (1) ರಿಂದ ೫೭ ಎಂಬುದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
‘“mla—b) =a b (mod nm). 
ಪ್ರಮೇಯ 4: a= (mod m) ಆಗಿದ್ದು, ಗ ಎಂಬುದು mನ ಒಂದು ಧನವ 


ಭಾಜಕವಾಗಿದ್ದರೆ ಆಗ ೩” b(mod n). 


ಸಾಧನೆ: ೧ * b(ಊಂd mM) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ mya —b 
ಆದರೆ | ಆದ್ದರಿಂದ ಪ್ರವಹನ ನಿಯಮದ ಪ್ರಕಾರ ಗ|4-b 


ಅಥವಾ 4 3b (mod ೧) 


ಪ್ರಮೇಯ 5: a = b(mod m) ಆಗಿದ್ದರೆ ಮತ್ತು ಆಗಬೇಕಾಗಿದ್ದರೆ ೩ 


ಮತ್ತು b ಗಳು ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ ಸಮಾನವಾದ ಶೇಷವನ್ನು ಬಿಡುತ್ತವೆ. 
pe] 


18 } : ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


ಸಾಧನೆ: () ಮೊದಲಿಗಿ ೬ ಎ b(mod m) ಆಗಿದ್ದರೆ 4 ಮತ್ತು ಗಳನ್ನು m 
ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ ಒಂದೇ ಶೇಷವು ಉಳಿಯುತ್ತದೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸೋಣ. 
a=bhmoadm = ma — b 
ಅಂದರೆ a-b = km (KeD¥. 
ಅಥವಾ a=b+ km 
ಈಗ ರಿಅನ್ನು mನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 4 ಭಾಗಲಬ್ದ್ಬವಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು (> 0) 
ಶೇಷವಾಗಿಯೂ ಇರಲಿ. ಆಗ 


b=mq+r 
SCdos a=b+mk =mq+r+ mk 


ಅಥವಾ a=m(q+k)+Tr 
ಅಥವಾ a=m(x)+r (x=q+k) 
ಅರದರೆ ಅನು ನಿಂದ ಬಾಗಿ 


a ಮತ್ತು ಗಳನ್ನು ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ ಅವೆರಡೂ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು r 


4 
ಉಳಿಸಲಿ. ಅಂದರೆ, 4-4, ೬ 17 ಮತ್ತು b= mq *7 


ಇಲ್ಲಿ 4 ಮತ್ತು ಗಳು ಭಾಗಲಬ್ರಗಳು ಮತ್ತು 0<r<m 
“ a—b=mk 
ಇಲ್ಲಿ kK=q+q ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ma -b ಅಥವಾ ೩3h (mModm). 


ಪ್ರಮೇಯ 6: a= b (mod m) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ (a, m) = (b, m) =1 
ಅಂದರೆ (6 m ಹಾಗೂ 0b, ಜೋಡಿ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಸಾಪೇಕ್ಷ ಅಭಾಜ್ಯ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


[s = © 
ಸಂಖ್ಯಾ ಸಿದಾಂತದ ಮೂಲ ಜಲ ಎ 19 


ಸಾಧನೆ: h ಮತ್ತು m ಗಳ ಮ.ಸಾ.ಅ. 4 ಆಗಿರಲಿ. 
ಅಂದರೆ (b.m)=d ಆಗ 4b ಮತ್ತು dm 
a = b (mod m) = mla - 
ಈಗ ಗಣ ಮತ್ತು ma-b = da-b 
ಹಾಗೆಯೇ, 4b ಮತ್ತುdl-b=dlb +a —b ಅಥವಾ 
ಈಗ ಡಡ ಮತ್ತು 4|mM ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 4am 
ಆದರೆ (4am) 1 KR ಅಂದರೆ 4 =| 


ಆದರಿಂದ (bm!. 


1.8 ರೇಖೀಯ ಸಮಶೇಷೀಂತತೆ 


= h (mod m) ಖಂಬುದನ್ನು “ನಲ್ಲಿ ರೇಖೀಯ ಸಮೆಶೇಷೀಯತೆ” 


ಬ pe po ಬ ಎ ಎಪಿ ಗೆ Ped ——— — pe ೧ — ನ ; PR 
ವಲಿದು ಕರೆಯುತ. 4 ಅವೃಕ ವಾದ ಸನ ಜಾಗದಲ್ಲಿ w OC 
ನ ~~ ರಿ- fee 
ಹ € ಲ ~~ ಸಮಶೆ ೪.೧ ತುತ - ತ | 
ಫೋೊಣ್ಣಾ ೦5 Ne SONS TSO NE €೩ಂ evvs) ಸರಿಹೊೂಂದಿದ 
ಎಬ pel - 


ಹ ನೆ Ne PR ತುತ ದು ಮ cH 
ಪೆಕ್ಷಬಲ್ಲ EE ES ಸNಮಫಭಳ ಯ ಒಂದು ಬಿಲ ಅಥವಾ 
“ 


kaa 


I (iy 3x = T(mod 7) ಎಂಬ ಸಪಶೇಷೀಯತೆಯ ಓಂದು ಮೂಲ ನಿ. 


ಷಿ 
ಅಂತೆಯೇ -2.12. 19 ಮುಂತಾದವುಗಳು" ಕೊಡ ಮೂಲಗಳು 
(11) 3x = 1 (mod 5) ಸಮಶೇಷೀಯತೆಯ ಬಂದಮೂಲ2. 
(ili) 2x = 4 (mod 6) ಸಮಶೇಷೀಯತೆಯ ಮೂಲ? ಮತ್ತು 5 ಆಗಿವೆ 


2. ಇವುಗಳು ನಿಜವೆ? 


(1) 100 = 2 (mod 4) (i1) 73 = -7(mod 5) 
(i111) 36 = 12 (mod S) (iv) 17 = 3(mod 7) 


=2(mod4) = 41100 — 2 
ಆದರೆ, 498 ಹ 100 = 2 (mod 4) ನಿಜವಲ್ಲ. 


(1) 73=-7(modS) = 5/73 —(-7) 


ಅಂದರೆ, 5180 ಆದ್ದರಿಂದ 73-7 (mod?) 
ನಿಜವಾಗಿದೆ. 


(iii) 36 = 12(modS) = Sh6-12 ie. 5P4 
ಆದರೆ, 5124 ಆದರಿಂದ 36% 12 (mod ನ೨)-- 


(vi) 17 =3(mod7) = 717-3 
ಆದರೆ, 714 ಆದ್ದರಿಂದ 17=3(mod7). 


3. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಮಶೇಷೀಯತೆಗಳನ್ನು ಸರಳಗೊಳಿಸಿ 
(GQ) x=T=x+8 (mod 5) 
Gi SEH (mod 4) 
NT EXFI (mods) 1 Sx — 7)—(x+8) 
ಆಥವಾ 5} 15 = -15 =0(mod ೨) 
ಥ 


ಕವ್‌" 15 = ( (mod 5). 


Gx S5=3- x (mod4) = 4x S-3¥x 
ಅಂದರೆ 431-8 ಅಥವಾ 3x=8(mod 4) 


4. ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಸಮಶೇಷೀಯತೆಗಳ ಒಂದು ಮೂಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


GND LEXA 5 (mod 6) 
(10) 3x = 5 (mod 0) 
(iii) 4x = 4 (mod 3) 


9 BE (mod 6) > 6((2x- D-(x+ 5) 
“ 6X = 


೪-0 ಆದಾಗ 66 ಆದರಿಂದ ೫-0 ದು: ಮೂಲ 
Ko) 


(i) 3x =5(mod6) = 6l3x — 5 


ಕರ್ರ್ಟಾ್‌ಂ ಫೀತಿ ಸೌ ವ ಜೌ ಡಾಸ್‌ 

ವ ಯಾವ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಇಲಿಗೂ ಖಲು ವಲಲ ಅಲ) 
dd 

ಸರಿಹೊಂದುಬ್ರುದಲ್ಲ 


ಎ ಹ ೮ ೨ ಹೆ ಎತ ———— A ನೌ x 
A pad al 4 “CUD We ಪರಿಯಾ ಈ” {ವ IK 
VMS e) ತ av A AM wy” ರವ ¢ 
ಇ — 
wd 


(iii) 4x =4 (mod 3) = Wh 4 dr 4 = 


3k +4 
ಅಥವಾ x f 


ಈಗ ಹ=-0 ಆದಾಗ x=] ಮತ್ತು k= 4 ಆದಾಗ x=d4. 


ಆದ್ದರಿಂದ ಇಮಶೇಷೀಯತೆಯ ಅನೇಕ ಮೂಲಗಳ ಪೈಕಿ ೫ l|x=4 
ಎಂಬುದು ಎರಡು ಮೂಲಗಳಿವೆ. 
5. 5" ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು 7ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ ಉಳಿಯುವ ಕನಿಷ್ಠ ಧನ 
ಶೇಷವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಈ 
ಈಗ 58 
ಎಮಗೆ ತಿಳಿದಿರುವಂತೆ 25=4(mod7)= 5>=4 (mod 7) 
4 
= |]6(mod7 
ಆದರಿಂದ, 2 ( )\ 5% = 2(mod7) 
ಪಃ 16 = 2(mod7) 
ಅಂದರೆ 5"ಅನ್ನು 7ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ ಉಳಿಯುವ ಕನಿಷ್ಠ ಧನ ಶೇಷವು 2 
ಆಗಿದೆ 


6. 11 ಸಂಖ್ದೆಯನ್ನು ವಿಸ್ತರಿಸಿದಾಗ ಕೊನೆಯ ಅಂಕಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


11 = 1 (mod 10) ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿದೆ. 


K 11 = 1(mod 10) 
ರಿಂದ, (11° = 1(mod 10) 


ನಾ 11° = 1(mod 10) 


132 W KE & 
ಅಂದರೆ 11” ಸಂಖ್ಯೆಯ ವಿಸ್ತರಣೆಯಲ್ಲಿ ಕೊನೆಯ ಆಂಕಿ 1 ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 1 


|. ಯುಕ್ತಿಡ್‌ನ ಭಾಜನ ವಿಧಿಯನ್ನು ಬಳಸಿ' a= 210, b = 55 ಸಂಖ್ಯೆಗ 


ಮ.ಸಾ.ಅ. ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ ಹಾಗೂ ಅದನ್ನು «x + by ರೂಪದಲ್ಲಿ 


963 ಮತ್ತು 657 ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಮ.ಸಾ.ಅ. ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 

ಮತ್ತು ೩ * by) ರೂಪದಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಿ. 

3. 506 ಮತ್ತು 1155 ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಮ.ಸಾ.ಅ. ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 
ಮತ್ತು ೩ * by ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ. 


tw 


NS) 
NO) 
೫ 
58 
GL 
eC 
{4 


pa 
U 


4. 352 ಮತ್ತು 89] ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಮ 
ಮತ್ತು ax + by ರೂಪದಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಿ. 

ನ. ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಮತ್ತು ಸಂಯುಕ್ತಸಂಖ್ಯೆಗಳ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯನ್ನು ಕೊಡಿ. 
ಶೂನ್ಯವು (0) ಒಂದು ಸಂಯುಕ್ತ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದೆಯೆ? 

6. 4 ಮತ್ತು b ಎಂಬ ಎರಡು ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳನ್ನು ಯಾವಾಗ ಸಾಪೇಕ್ಷ 
ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಕೆಳಕಂಡ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಜೋಡಿಗಳು ಸಾಪೇಕ್ಷ ಅವಿಭಾಜ್ಯವಾಗಿವೆಯೇ ಎಂದು 
ಪರೀಕಿಸಿ. | 

(1) 10.49 (1) 18.15 (11) 220. 229 

7. ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ T(4) ಮತ್ತು 5(0)ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
(4) a=1024 ()a= 29025 (ii) a= 5445 (ivya=6912 

8: ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಸಮಶೇಷೀಯತೆಗಳಿಗೆ ಸರಿಹೊಂದುವ ಪ ಬೆಲೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 

(a) 2x = 3(mod 3) (b) 2x+1=x+5 (mod 6) 
(c) Sx = 4(mod 13) (d) 3(x +1) =(x + 3{mod 4) 
(e) 4x + 3 = 1 (mod 8) 

9. ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿತ ಸಂಖ್ಕೆಗಳಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


pe 


ಉಳಿಯುವ ಕನಿಷ್ಠ ಅವೃಣ (ಶೂನ್ಯ ಅಥವಾ ಧನಾತ್ಮಕ) ಶೇಷಗಳನ್ನು 


10. ಈ ಕೆಳಕಂಡ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಕೊನೆಯ ಅಂಕಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
(MEE (bp) 3 NUS 3 


“ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ದೇವರು ನಿರ್ಮಿಸಿದನು, 
ಉಳಿದಿದ್ದೆಲ್ಲಾ ಮನುಷ್ಯನಿಂದ ಸೃಷ್ಟಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದ್ದು.” 
— ಕ್ಲೋನ್‌ಕರ್‌ (1823-1891) 


ಅಧ್ಯಾಯ 2 
ಕೋಶಗಳು ಮತ್ತು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 


2.1 ಕೋಶಗಳು | | 

ಗಣಮೊಂದರಲ್ಲಿನ ಗ ಅಂಶಗಳ ಗ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮತ್ತು ೫ ಅಂಶಗಳ 
ಕಂಬಸಾಲುಗಳಲ್ಲಿನ ಜೋಡಣೆಯನ್ನು ೫ ॥ ದರ್ಜೆಯ (ಪರಿಮಾಣದ) 
4 


pೋೀಶವೆಂದು ಕದೆಯುತೇವೆ. ಕೋಶಗಳನ್ನು ಮಾತೃಕೆ ಎಂದೂ 


| 
(1, | (1, > (1,3 sen (1, 
A 4, Gp Ay ees a, ! 
| (1, 4,2 a 0, 
K Be  ) & . 
ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 'ಈ ಕೋಶದಲ್ಲಿನ ಯಾವುದೇ € ಗಣಾಂಶವನ್ನು 4, 
್‌ ಇ J, 


ಧ — ೧43 — ~ y — — a KN 3» | — 
ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಅದು ; ಅಡ್ಡಸಾಲನ ಮತ್ತು ] ಕಂಬಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ 


ಗಣಾಂಶವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 


ವಏವಿಧ ನಮೂನೆಯ ಕೋಶಗಳು: 
|. ಅಡ್ಡಸಾಲುಕೋಶ: ಒಂದೇ : ಒಂದು- ಅಡ್ತಸಾಲಿರುವ ಕೋ ಪನ್ನು 
ಅಡ ಸಾಲು ಕೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ 

Ke) EN 


. ಉದಾಷರಣೆ:. A =1[1: 2-31 


WW) 


ಕಂಬಸಾಲು ಕೋಶ: ಒಂದೇ ಒಂದು ಕಂಬಸಾಲಿರುವ ಕೋಶವನ್ನು 
" ಕಂಬಸಾಲು ಹೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


6. 


ಏಕಮಾನಕೋಶ: ಅದಿಶಕೋಪದಲ್ಲಿ: 


ಚೌಕಳಿ ಕೋಶ:  ಕೋಶಮೊಂದರಲಿ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳ ಮತ್ತು 
ಕಂಬಸಾಲುಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಒಂದೇ ಆಗಿದರೆ ಅಂತಹ ಕೋಶವನ್ನು ಚೌಕುಳಿ 
ಕೋಶವೆಂದು: ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. | | 


| | |e | 
ಉದಾಹರಣೆ : A= ) 


ಕರ್ಣಕೋಪಶ: ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶದಲ್ಲಿ ಪ್ರಧಾನ ಕರ್ಣದ ಮೇಲಿರುವ 
ಅಂಶಗಳನ್ನು ಹೊರತುಪಡಿಸಿ ಉಳಿದ ಎಲ್ಲ ಅಂಶಗಳು 
ಸೊನ್ನೆಯಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಅಂತಹ ಕೋಶವನ್ನು ಕರ್ಣಕೋಶವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ 


'ಅದಿಶಕೋಶ: ಕರ್ಣಕೋಶದಲ್ಲಿನ ಪ್ರಧಾನ ಕರ್ಣದ ಎಲ್ಲ ಅಂಶಗಳು 


~~ 
pS ” ~~ ಭ ; ~ p pe ~ 
ಒಂದೇ ಆಗಿದಲ್ಲಿ ಅಂತಹ  ಕೋಶವೆನ್ರು--“ಆದಿಶಕೋಶವೆಂದು 
ted ~ 


ಲಾ 
ಲ್ಲಿನ. ಪಧಾನ: ಕರ್ಣದ : ಬಲ್ಲ 
~ J 
po K _~ 
ಅಂಶಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಅಂತಹ ಕೋಶವನ್ನು 


ಏಕಮಾನಕೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


[p { 
ಏ 


ಕೋಶಗಳು ಮತು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 5 


10. 


ಶೂನ್ಯಕೋಶ: ಕೋಶವೊಂದರಲ್ಲಿನ ಎಲ್ಲ ಅಂಶಗಳು ಶೂನ್ಯವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ 
ಅಂತಹ ಕೋಶವನ್ನು ಶೂಸ್ಯಕೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 

0 00 
ಉದಾಹರಣೆ: N=|0 0 0 

0 00 


ಅದಲುಕೋಶ: A ಒಂದು M೫ ದರ್ಜೆಯ" ಕೋಶವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ 
ಅದರ  ಅಅದಲುಕೋಶವ ನನ Aಿನಲ್ಲಿರುವ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮತ್ತು 
ಕಂಬಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲುಬದಲು ಮಾಡುವುದರಿಂದ ಖು ಹುದು. 
ಅದಲು ಕೋಶವನ್ನು ಸA' ಅಥವಾ A' ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಈ 


ಅದಲುಕೋಶದ ದರ್ಜೆಯು ೧ *m ಆಗಿರುತ್ತ nf 


್ಯ {1.8 
A’ =|2 7 
a 


[3 8 3x2 


ಸಮಾಂಗ ಕೋಶ: N= [a,j] ಒಂದು n ದರ್ಜೆಯ ೧ತಫೌಷುಲಿ 
ಕೋಶವಾಗಿದ್ದು ಯಾವುದೇ /; ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮತ್ತು ; ಕಂಬಸಾಲಿನಲ್ಲಿ 


ಉದಾಹರಣೆ : 


ಮಿ 

|| 
ನಾ ಇ 
ON 
J Ww 


| ky =; ಆಗಿದ್ದರೆ, ಅಂತಹ ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶವನ್ನು 


ದ ಕರೆಯುತೆ 


ಉದಾಹರಣೆ : A 


ವಿಷಮಾಂಗ ಕೋಶ: A = [4] ಒಂದು ಗ ದರ್ಜೆಯ 
ಚೌಕುಳಿಕೋಶವಾಗಿದ್ದು ಎಲ್ಲ ; /ಗಳಿಗೆ 0 --0; Rc: ಆಂತಹ 
ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶವನ್ನು 'ನಿಷಮಾಂಗ ಕೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತೆ 

0 ik 
ಉದಾಹರಣೆ: A=|-| ೦ 3 

2 ~3y 
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2.2 ಕೋಶಗಳ ಬೈಜಿಕ ಗುಣವಿಶೇಷಣಗಳು 
1. ಕೋಶಗಳ ಸಂಕಲನ: ಮತ್ತು?! 8 ಕೋಶಗಳು ಒಂದೇ 
ದರ್ಜೆಗಳಾದಲ್ಲಿ ಅವುಗಳನ್ನು ಸಂಕಲಿಸಬಹುದು. 


UAW 


$2 "HAR 
ಉದಾಹರಣೆ: ೩ ಮತು 1B '|ಆಗಿದ್ದರೆ 
fp ಮ pe y 


1 
Ae +3 ನ « 4 8 
3+2 245 rs 
ಇದೇ ರೀತಿ ಒಂದೇ ದರ್ಜೆಯ ಕೋಶಗಳನ್ನು ವ್ರವಕಲಿಸಬಹುದು 


—2 —4 
ಅಂದರೆ, A- B= 4 


2. ಕೋಶಗಳ ಗುಣಾಕಾರ: ಸ ಕೋಶವು ” * ೧ ದರ್ಜೆಯದಾಗಿದ್ದು, ಔ 
ಕೋಶವು ಗ * p ದರ್ಜೆಯದಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ AB ಗುಣಲಬ್ಬವು m x p ದರ್ಜೆಯ 
ಕೋಶವಾಗಿರುತ್ತದೆ. "ಅಂದರೆ ಕೋಶಗಳೆರಡನ್ನು ಗುಣಿಸಲು ಸಾಧ್ಯವಾಗಲು 
ಮೊದಲನೆಯದರ ಕಂಬ ಸಾಲುಗಳ ಸಂಖೆಯ ಎರಡನೆಯದರ 


ಅಡ್ತ ಸಾಲುಗಳ ಸಂಖೆ ಗೆ ಸಮನಾಗಿರಬೇಕು. 


{ 2 
ಉದಾಹರಣೆ: A= i ಮತ್ತು B <44 1 ಆಗಿದ್ದರೆ 
2x3 


xb 1X3+2X44+ 3X1 1X24 2X1+ 3X3 
1 1X3+3X4+1K1 1X2+3X1+1%3 


-|4 P 
168 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
3] —2 6] 
| A=|2 5|ಮತ್ತು B=|೨ 8 ಆಗಿದ್ದರೆ, 2A+3B8 ಯನ್ನು 
Ke 9 0 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕೋಶಗಳು ಮತ್ತು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 7 


6-21 [-6 18)" [(0 16 
24438 =14 10|+| 9 24|=|13 34 
» 14] |27 0) [290 14) 


X 
he F NE ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


- 
~~ 


ಎ 
pe 
) 


AX 

bp f 

|g BE: 
|” 


F | 
~-lax & hy eT hx + by +f2 8X + fy + pe 


ನ 
KS 
~ 
ಗಿ 


~್‌ 


2] 


| > EN ಹ mB 
ke? +hxy+ gax+ hav + by + 2fy+ gxz+ fvi*c | 


| : 
ವಾ [ax “+by +2hay+ 2exzx2fyixce 


| 


iw 


p= | 1 1] ಆದರೆ ೩-34 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ ಆ 
| | | 
ಮೂಲಕ ಸ'-A=24(4A+1D ಎಂ ು ಸಾಧಿಸಿ. 
Spat Th I 
A®=|3 3 3|=31 1 1|)=3A 
RSE \ 
ಈಗ ಸ೩'=3A=A'=3A" 
ಅಥವಾ A"=24”+೩" 
A’ =2A” +3A 
ket A A 2AETA) 
A’ —A=2A(A+I) 
a 3 | 
| 
5s ೩-5 2: 6|೮ದರೆ A' ಒಂದು ಶೂನ್ಯಕೋಶವೆಂದು 
eo 
ಾಧಿಸಿ. 
1 3.4 4 \ 3110 00 
Mes. 52 eB 3 9 
2 A 2k IRN 0 
‘0:0 0) 1 Ke .3 10 0 0 
As 9)|\5 2 $13000 
ಎ ಷೆ ! 
lo. 0 0j{-2 -1 -3] 10 0 0) 
2.3 ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು | 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶವು ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ನೈಜ 
ಸಂಖ್ಯೆಯೊಂದಿಗೆ ಸಂಯೋಜಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. ಈ ಗುಣಲಕ್ಟಣಗಳಿದ್ದಲ್ಲಿ ಇಂತಹ 
ನೈಜ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ನಿರ್ಧಾರಕವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಕೋಶಗಳು ಮತ್ತು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು ೧9 


ನಿರ್ಧಾರಕಗಳನ್ನು ಮತ್ತೊಂದು ರೀತಿಯಲ್ಲೂ ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಿಸಬಹುದು. 


aj, £”& 
ಅದೇನೆಂದರೆ, A-| '' "| ಒಂದು. ಚೌಕುಳಿಕೋಶವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಸ 


4), G22 
ಒಂದು ಎರಡನೇ ದಜ್ಜೇಯ ಕೋಶಗಳ ಗಣದಿಂದ ಸಹಜ 
ಗಣವೊಂದಕ್ಕೆ ಚಿತ್ರಿಸುವ ಉತ್ತನ್ನವಾಗಿರಲಿ. ಅಂದರೆ 
A:M(2R)>R. ಇಲ್ಲಿ ಸಿದ ನಿರೂಪಣೆ 


[44 Cl, 
11 2 

A ಜ್‌ 
4) Gy 


ಇದೇ ರೀತಿ A ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಮೂರನೇ ದರ್ಜೆಯ ಕೋಶಗಳ ಗಣದಿಂದ 


4 ಈ, 
= 00) — 40, 
0) 


ಹಜ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣಕ್ಕೆ ವ್ಯಾಖ್ಯಾಯಿಸಿದಾಗ, A:M(G.R)=2R ಅನು 
CR 

| (3 4, 4) @; 

4 0) 0% =A) 4 4 


0 ಯೊ ಡು 4, 0) ಡು 


|| 
[a 


CY CN) 


+ 413(414;) — 434;, 


ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಗುಣಲಕ್ಷಣಗಳು 

|. ನಿರ್ಧಾರಕದ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ಕಂಬಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು 
ಬ 

ಬದಲು ಮಾಡಿರುವುದರಿಂದ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆ ವ್ಯತ್ಯಾಸಗೊಳ್ಳುವುದಿಲ್ಲ. 


a bh C 
/Al =|a, %, ೦, ಎಂದಿರಲಿ 
4 b, C 


ಈಗ |ಸ|್ಗನ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ಕಂಬಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲುಬದಲು 


ಮಾಡಿದ ನಿರ್ಧಾರಕವು |] ಎಂದರಲಿ. 


KY ಅನ್ನು ಮೊದಲನೇ ಕಂಬಸಾಲಿನಿಂದ ವ್ಯಾಕೋಚಿಸಿದಾಗ 


|4] = a(b,c, - Cb) — by (ayc, - C304) + c(h; = ba) 
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pS |4| =|A ಎನ್ನುವುದು ಸಾಧಿತವಾಗುವುದು: 


2. ವನಿರ್ಧಾರಕದ ಯಾ ಪ್ರದೇ ಎರಡು ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅಥವಾ 
ಕಂಬಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲುಬದಲು ಮಾಡಿದರೆ, ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆಯು -1 
ರಿಂದ ಗುಣಿಸಲಡುತದೆ. | 

a, lee 


JAl=|a, b, c, =a(byc, =Cyb;)-b (ac; C54) 


Ac(ajb, -bsa,). 


ಈಗ||ನ ಮೊದಲನೇ ಮತ್ತು ಎರಡನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲುಬದಲು 


ay b, c, 
ಮಾಡಿದಾಗ |4 ರ «| ಎಂದಾಗುವುದು. 
a, b, c, 


ಈ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ಎರಡನೇ ಅಡ ಸಾಲಿನಿಂದ ವಾ ಕೋಚಿಸಿದಾಗ 


[S) ರಿ 


a, b, c, | 


ah 
A NN 
a, b, 


=-—[a(bycy —cyb,)-b(ac, - c,a,) 
-- 


ಆದರಿಂದ ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಅಡ್ಡಸಾಲು ಅಥವಾ ಕಂಬಸಾಲುಗಳನ್ನು 
ಅದಲುಬದಲು ಮಾಡಿದಾಗ ನಿರ್ಧಾರಕವು - 1 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಲಡುತ್ತದೆ. 


3. ನಿರ್ಧಾರಕದ ಎರಡು ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳ ಅಥವಾ ಎರಡು ಕಂಬಸಾಲುಗಳ 


ಅಂಶಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿದ್ದಲ್ಲಿ, ಅಂತಹ ನಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆಯು 
ಶೂನ್ಯವಾಗಿರು ತ್ರದೆ. 
a bh GC 


ಕೋಶಗಳು ಮತ್ತು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 3] 


ಈ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ವ್ಯ ವಾಕೋ €ಚಿಸಿದಾಗ | 
A= (b,c, Cc b,)-b, (ac; —ca))+ C/(a;b, 34>): 
ಜರಿ: ct , 


4. ನಿರ್ಧಾರಕದ ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಅಡ್ಡಸಾಲಿ ನ ಅಥವಾ ಕಂಬಸಾಲಿನ 
ಎಲ್ಲ ಅಂಶಗಳು ಒಂದೇ ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಗುಣಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದ್ದರೆ. ನಿರ್ಧಾರಕವು ಆ 
ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ ಗುಣಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ೬ ಎಸೀ 
ja hb 
JA| = ay) b C ಎಂದಿರಲಿ. 
ab Cy 3 
Ka Kb Kc, 
ea ob C ನಿರ್ಧಾರಕಪನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಿ: 
a b Cc 
Ka, Kb, Kc! 


| 


a [> 41 


pS » 


| ay. OC 
= Kai(b,c, -cyb;)- Kb {ac — C44) 
+ Kc,(ayb; -b,a;). 
= K[ai(bc; —cb) = h(a; — C4) 


_ 
ವಿ 


p= (ah ಹ್‌ ba; )] 


5. ನಿರ್ಧಾರಕದ ಒಂದು ಅಡ್ಲಸಾಲಿನ ಅಥವಾ ಕಂಬಸಾಲಿನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಣೆ ~ - ~ 
ಂಶವೂ ಎರಡು ಅಂಶಗಳ ಮೊತ್ತವಾಗಿದ್ದರೆ, ಅಂತಹ ವಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು 
ಕ್ತ | 
ಎರಡು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳ ಮೊತ್ತವಾ ಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 


| a, bh, ಛಿ | 
ಈ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ವ್ಯಾಕೋಚಿಸಿದಾಗ 


ಗಣಿತ ವಿಜಾನ 
ಫ್‌ 


ಖು 
[NS 


ಈ cb,) 7 b, (aC, — C0) + ci(ayb3— b,a,) ರ್‌ 
b,c, —c,b,)- y(a,c, -c43)* 2(4,b; 7); 


6. ನಿರ್ಧಾರಕದ ಒಂದು ಅಡ್ಡಸಾಲಿನಲ್ಲಿರುವ ಅ 
ಅಂಶಗಳನ್ನು ಅವುಗಳ, ಸಹಗುಣಕಗಳಿಂದ ಗುಣಿಸಿ 
ವಿರ್ಧಾರಕದ ಬೆಲೆಯು ವ್ಯತ್ಯಾಸವಾಗುವುದಿಲ್ಲ. 


a, bd 
JA| =|a, b) c)|) ಎಂದಿರಲಿ 
4 Bi Cs | 
ಮೊದಲನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಅಂಶಗಳಿಗೆ 1 ನಿಂದ ಗುಣಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಎರಡನೇ 
ಸಾಲಿನ ಅಂಶಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ನಿಂದ ಗುಣಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಮೆಔರಸೇ "ಸಾಲಿನ 
ಅಂಶಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಸಂಕಲಿಸಿದಾಗ 
FE 
a, +lay+kay b+lby+kd, 6 Fle +key* 
|8| = 42 bg ಜ್ರ. 
ke. HA NCA Cc, 
ಮೇಲಿನ 4ನೇ ಮತ್ತು -5ನೇ: ಗುಣಲಕ್ಸ್ಟಣಗಳನ್ನು. ಉಪಯೋಗಿಸಿದಾಗ 
pe 


ql a bc) a bh ‘CG 
|B! =|a, b,) cy+lay by cjy+kay by cy 
ay b, cj] |a b cj] ay by Cy 
sede, | 
“ia Db, Cc, + 1(0) + k(O) 
ay b, Cc 


~. al=18 
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7. A ಮತ್ತು 8 ಎರಡು 2x2 ದರ್ಜೆಯ ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶಗಳಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 


|AB| =|A|B| ಎಂದಾಗುವುದು. 
A= k 4 ಮತ್ತು B= § "| ಎಂದಿರಲಿ. 
c ad ಬ್ಯ y 
ಈ ಕೋಶಗಳ ಗುಣಲಬವು, AB bis yt | 
೪ cw+dy cx+dz 
JA| = ad be, /B| =w2-Ay ಮತ್ತು 
AB] =(aw+byY(cx + dz) & (ax + bz cw + dy)| 
=adwz-—adxy—bewz — bexy 
= ad(wz — xy)— be(wz — XY) 
|AB| =(ad -beY wz - xy) 


-. JAB| = |AIB| 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
13 16 19 

|. 4 17 20=0ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
15} 1821 


ನಿರ್ಧಾರಕಗಳಲ್ಲಿ. ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು ಔ. ಔ;, ಔ; ಎಂದು ಮತ್ತು 
ಕಂಬಸಾಲುಗಳನ್ನು €,. €. €; ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಮೇಲಿನ ನಿರ್ಧಾರಕದಲ್ಲಿ C,»-C, ಮತ್ತು C,- 0, ಮಾಡಿದಾಗ 


13 16 19 
14 17 20=0 
15 18 21 


(:: ಮಾರ್ಪಡಿಸಲಾದ €; ಮತ್ತು €; ಒಂದೇ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ) 


to 


| =(a -bMb- cc - a) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


SN 
vy 


ta 
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fk 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ನಿರ್ಧಾರಕದಲ್ಲಿ R, As Rs ಮತ್ತು R Uk R ಮಾಡಿದಾಗ 


0 1A 
=(a—b\b-c)0O 1 pxe 
BP 


ಮೂರನೇ ಅಡ್ಡಸಾಲಿನ ಅಂಶಗಳಿಂದ ವ್ಯಾಕೋಚಿಸಿದಾಗ 
=(a —b) (bc) (c-a) 


Css 4 —| 
A -| ಮತ್ತು B -|, R Jecslus ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


205 
JAB| = =240-160=80 
32 #82 
ee +c 
4.1 b c+aಯ ಬೆಲೆಯನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
Ea 


(R,-R,) 

I c a+b ] c a+b 
ORY 1 
=(a-b)(b-c)|0 1 -1 
I c a+b 


=(a—b)(b-c)|0]=0 


a+b+2c a b 
5 b+c+2a b =2(4+b +c) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
C a c+at 2b 


ಕೋಶಗಳು ಮತ್ತು ನಿರ್ಧಾರಕಗ ಛು 


a+b+2c a b 


C b+c+2a b 
C a c+a+2b 
Ja+2hb+2c a b 
HS J+ 2b+2c bxc+a b 
2a + 2b + 2c a c+a+ 2b 
I a b 
=2(a+tb+c)l b+c+2a -.b 
| a c+a+ 2b 
I u b 
=— = 2a+b+c) b+c+a 0 
0 0 


c+a+h 


[: 


=2(a+b+c)(1)(b+c+a)(c+a+b) 


(a+tb+c). 


2.3.1 ಲಾಘವ, ಸಹಗುಣಕ ಮತ್ತು ಸಂಗತಕೋಪಶ. 
ಲಾಘವ: A ಒಂದು ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶವಾಗಿರಲಿ. ನಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದೇ 


ಒಂದು ಅಂಶದ ಲಾಫಘವವ್ರ ಆ 
ಕಂಬಸಾಲುಗಳನ್ನು 
ನಿರ್ಧಾರಕವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


4) 4 


ಉದಾಹರಣೆ: A- 4), ay 


4; 
ಡೂ 
4, () ಲ 
a 
[( Re ಆಂಶದ ಲಾಘವವು, M>; = Il 
4 


ಹೊರತುಪಡಿಸಿ 


ಅಂಶವಿರುವ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮತ್ತು 
ಉಳಿದಿರುವ ಉಪಕೋಶದ 

ಎಂದಾದರೆ 

4,3 

2 


ಆದ್ದರಿಂದ  ್ಯ ಅಂಶದ ಲಾಘವವು ಹ ಎಂಬುವುದು [ ಅಡ್ಡಸಾಲು ಮತ್ತು 


3 


೦ಬಸಾಲನ್ನು ಹೊರತುಪಡಿಸಿ ಸಿಗುವ ನಿರ್ಧಾರಕವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
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ಸಹಗುಣಕ: A=|a, 4, a |ಎಂದಿರಲಿ. 


ಹ “ay 43 
ಈ ಚೌಕುಳಿಕೋಶದಲ್ಲಿನ ನ ಲಾಘವ, ಯನ 


422: E23 
(1) Ms; ಗುಣಲಬ್ದವನ್ನು ೩ ಅಂಶದ ಸಹಗುಣಕವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ.” 
ಅಂದರೆ (,; ಅಂಶದ ಲಾಘವವು ಹ ಆದರೆ' ಅದರ ಸಹಗುಣಕವು (1) 
My ಆಗುವುದು. 


6 4 4; | 
ಸಂಗತಕೋಶ: ಸ-|4,, 4, | ಒಂದು ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶವಾಗಿರಲಿ. 


| ಯೊ) ಯು 


C1, SN C13 
ಈ ಕೋಶದ ಸಹಗುಣಕಕೋಶವು [3 €) €| ಎಂದಾಗಿರಲಿ. 


C3) C3). C33 


ಈ ಕೋಶದ ಅದಲುಕೋಶವು (01) ೧ | ಆಗುವುದು. 
ENP 
ಈ ಅದಲುಕೋಶವನು ಸಿನ ಸಂಗತಕೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


EN 
ಇದನ್ನು ಸಂಕ್ಸಿಪ್ರವಾಗಿ Adj A ಎಂದು ಸೂಚಿಸಲಾಗುವುದು. 


2.3.2 ವೈಶೇಷಿತ ಮತ್ತು ಅವೈಶೇಷಿತ ಕೋಶಗಳು 

A ಒಂದು ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶವಾಗಿದ್ದು ಅದರ ನಿರ್ಧಾರಕವು |A|=- 0 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಆಂತಹ ಕೋಶವನ್ನು ವೈಶೇಷಿತ ಕೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಒಂದು ವೇಳೆ |4| 4 0 ಆಗಿದ್ದರೆ ಅಂತಹ ಕೋಶವನ್ನು ಅವೈಶೇಷಿತ 
ಕೋಶವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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2.3.3 ಕೋಶದ ಪ್ರ ತಿಲೋಮ 

A ಒಂದು ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶವಾಗಿದ್ದು, AB = BA = 1 ಆಗುವಂತೆ 
ಇನ್ನೊಂದು ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶ 8 ಇದ್ದರೆ, ಔಅನ್ನು Aಿನ ಪ್ರತಿಲೋಮವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇಲ್ಲಿ 1 ಎಂಬುದು ಸ, Bಗಳದ್ದೇ ದರ್ಜೆಯ ಏಕಮಾನಕೋಶ. 


ಪ್ರಮೇಯ: A ಒಂದು ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶವಾಗಿದ್ದರೆ, 
A(Adj A) = (Adj AJA = All 

ಸಾಧನೆ: ಸಿ-|4, 4, 4,,| ಎಂದಿರಲಿ. 

Aನ ಸಹಗುಣಕ ಕೋಶ |), € €| ಎಂದಾದರೆ 


A್ಠನ ಸಂಗತ ಕೋಶವು C12 C3 a) ಎಂದಾಗುವುದು. 


4] 4) GC ©) 
Jal 0 0 Id 0 

=10 JA 0] =|aAo 1 0| =lal 
0 0 |A Qs +1 


ಇದೇ ರೀತಿ (AdjA)A = |4|] ಎಂದು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


ಆದ್ದರಿಂದ (Adj A) (Adj A) A 
ಸಿದ್ಧವಾಗುವುದು. 


|All ಎನ್ನುವುದು 
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ಕೋಶದ ಪ್ರತಿಲೋಮದ ಸಷನೆಗನುಗುಣವಾಗಿ ಯಾವುದೇ A ಎಂಬ 
೪ ಆ p 

ಅವೈಶೇಷಿಕ ಕೋಶಕ್ಕೆ ಅದರ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಕೋಶ ಹಔ ಆಗಿರುವುದಕ್ಕೆ 

ಇರುವ ನಿಯಮ ಸAಔ = BA = 1 ಎಂಬುದನ್ನು ಈಗಾಗಲೇ 


ತಿಳಿದುಕೊಂಡಿದ್ದೇವೆ. ಹಿಂದಿನ ಪಮೇಯದಲಿ 
ಸ್‌ 


A(Adj A) = (Adj A)A = |All ಎನ್ನುವುದು ಸಾಧಿತವಾಗಿದೆ. 
ಇಲ್ಲಿ A ಒಂದು ಅವೈಶೇಷಿಕ ಕೋಶವಾದರೆ ಆಗ 14 0, ಆದ್ದರಿಂದ 


ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು || ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


AA), 
| A| | Al 


Adj A 


nen. dhe ಇಲಿ 14140 
A] (ಇಲ್ಲಿ |4| 0) 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
WARES 
| pl 4 2 ಹಿಂದು ವೈಶೇಷಿಕ ಕೋಶವಾಗಿದ್ದರೆ xನ 
“3 0 


2. = 
ಅಥಪಾ|1 -4 2=0 
A 1 
“© 2-4)+x(1+0)+ 3-12) =0 
7x =44 “SU Band 
7 
| | 
೧2 4=-|| 2 -3|ನ ಸಂಗತಕೋಶವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
py A 


93. 
ಕೋಶಗಳು ಮತ್ತು ನಿರ್ಧಾ ರಕಗಳು 


AN [3-9 Ss 
ಸನ ಸಹಗುಣಕ ಕೇಶ * |-4 13 


5A 
3 -4"-5 
AdjA=|-9 1-4 
ER 
ಸ Re 
34-2 3 2 | ಇದರ ಪ್ರತಿರೋಮ ಕೋಶವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
le 


A= A-3-2+HA-24DHHI+HI)=10 


-5 2 -16 
AdjA=|0 2 4 
510 
-5 2 -16 
1 2 
JA| 10 
0 10 
-V2 YS -857"°° 
KD 
೪/2 | 1 


cos8 -—sin6 0 3 4 
4. A=|snರ c೦ಂs6 0/ಆದರೆ ಇದರ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಕೋಶವನ್ನು 
0 0 I 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


A| = cos” 0+ sin? 6 =1 
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| ‘cose ‘sine 0 
AdjA =| —sin8 cose 0 


0 0_; LN 
-, cos0 sin6 0 
—] Adj A 
A Wis =sin® cos6 0 
5% gd 0 W|.. 
RO 
5. A=-]|1 3 4| ಆದರೆ A' ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 
1 & 


Al =1(9-16)-23-4) +34 - 3) =-2 


~74n8 

AdA=}1 0 1 

| | 1 
7 
EE 
4 | i 


3 l/2 
/2 2 
=f LAS 


2.4 ಸರಳ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರ 
(1) ಕೋಶ ಪದ್ದತಿ (11) ಕ್ರೇಮರ್‌ನ ನಿಯಮ 
2.4.1 ಕೋಶ ಪದ್ಧತಿ: x, y, 2 ನಲ್ಲಿರುವ ಸರಳ ಸಮೀಕರಣುಗಳನ 
ax+by+cz=d 
AX + by + c= d 


ಕೋಶಗಳು ಮತ್ತು ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 41 


aX + by +C12= d; ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ 


a bh c 
x, y, ೭2 ಗಳ ಸಹಾಂಕಗಳ ಕೋಶ ಸಿ-|4, b, , 


a, b, Cc, 


d, X 
ಸ್ಲಿರಾಂಕಗಳ ಕೋಶ ಔ=|4,| ಮತ್ತು ಚರಾಂಕಗಳ ಕೋಶ ಸX=y 
d; 2 


ಆಗಿರಲಿ. 


ಈಗ ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಒಟ್ಟಾಗಿ AX - 8B ಎಂದು 
ಸೂಚಿಸಬಹುದು. ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು A" ನಿಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ 
A\(AX}=A"'B 
ie. (ATA)X =A"'B 
IX=A"BSNX=A'B. 
ಈ ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ೩, ೪, 2ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ 


llx+y+z=0x-y+z=22Aty-2=18ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳ 
ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


AR | | X 6 
A=/1 -1 1 X=|y B=)? 
241 1 [2 1 
+ 2 
AdjA=|13 -3 0| .- |A=10-1-3)+13)=6 
5. 2 
ಜು | 
a 
£ 0 
CA 
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4 


17 
5 
=],y= 


2ಡಿ ಕ್ರೇಮರ್‌ನ ನಿಯಮ: ೫x೪, ೭2 ನಲ್ಲಿರುವ ಸರಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು 
AX + by + C= dl 
aX + by + C2 = d 
ax+hy+C2=d ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. 


WU 
x,y, 2 ನ ಸಹಾಂಕಗಳ ನಿರ್ಧಾರಕ ಸಿ-|0, b, | (A೬0 ಆಗಿರಲಿ) 
a b, Cc | 
ಈಗ ಗಸಿದಲ್ಲಿನ ಮೊದಲನೇ ಕಂಬಸಾಲಿನ ಅಂಶಗಳ ಬದಲಾಗಿ ಸ್ಥಿರಾಂಕಗಳ 
ಕಂಬಸಾಲನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸುವುದರಿಂದ ಸಿಗುವ ನಿರ್ಧಾರಕವು 


d, bh, (| i 
A, — d b, 9) ಆಗಿರಲಿ 
Jd 1b 


ಹಾಗೆಯೇ ಸಿ, ಸಿ; ನಿರ್ಧಾರಕಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಸಿದಲ್ಲಿನ ಎರಡನೇ ಮತ್ತು 
ಮೂರನೇ ಕಂಬಸಾಲುಗಳ ಅಂಶಗಳ ಬದಲಾಗಿ ಸ್ಥಿರಾಂಕಗಳನ್ನು 
ಪರಿಗಣಿಸುವ ಮೂಲಕ ಪಡೆಯಬಹುದು: 


a bh c a hb c 
[47 b, C, Q್ಗ b, [¢ 3 
A, A 
= A es ಮತು A ara. 
X $Y pe 
A A 
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ಉದಾಹರಣೆ 1: x+y+2=6 
x+2y+32=14 


BE”: =—2 
ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


WD 3 = 1(-5)-1(2)+13) = —4 


3 
SF TR RE | a 
A=1l4 2 3 =6(-5-CMKU)=—4 
2 
1 
A,y=|1 14°3] =1-8)-6(2+112)=-8 
a 2 | i bac 
Ay=|11 2 14 =U-18)-112)+6()=-12 
-1 1 -2 
A 4 © NAL KK 4 


ಸೂಚನೆ: ಗೇಬ್ರಿಯಲ್‌ 5 ಕ್ಷೇಮರ್‌ ರ್‌ (1704-1752) ಎಂಬಾತನು ಸ್ವಿಡ್‌ಜರ್‌ 


ದ 


ಲ್ಯಾಂಡಿನ ಗಣಿತಜ್ಞ, ಜಿನಿವಾದಲ್ಲಿ 1750ರಲ್ಲಿ ಪ್ರಕಟವಾದ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ 


~ಾ 


ಸಿದ್ದಾಂತಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಈತನ ಪುಸ್ತಕವು ಪ್ರಖ್ಯಾತವಾಯಿತು. 


2.5 ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಸಮೀಕರಣ ಮತ್ತು ಅದರ ಮೂಲಗಳು 
A ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಚೌಕುಳಿ ಕೋಶವಾಗಿದ್ದಾಗ ಸಿ- ಸ! ಅನ್ನು ಅದರ 
ಲಾಕ್ಟಣಿಕ ಕೋಶವೆಂದೂ, |A- ॥]- 0 ಆ ಕೋಶದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ 
ಸಮೀಕರಣವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳಾದ ಸ 
ಸೀ... ಗಳನ್ನು ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಮೂಲಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ 
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ನಾ 


ಮೂಲಗಳನ್ನು ಗುಪ್ತಮೂಲ, ಅಥವಾ ಆಯಿಗನ್‌ ವ್ಯಾಲ್ಯೂಸ್‌ 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


2.5.1 ಕೇಲಿ-ಹ್ಯಾಮಿಲ್ಬನ್‌ ಪ್ರಮೇಯ 


ಪ್ರತಿ en ತನ್ನದೇ ಆದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಸಮೀಕರಣ 


ತೃಪ್ತಿ ಗೊಳಿಸುವುದು. 


(ಈ ಪ್ರಮೇಯದ ಸಾಧನೆಯು ಪಠ್ಯಕ ಕಮದಲ್ಲಿ ಅಳವಡಿಸಿರುವುದಿಲ್ಲ). 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
MR BE. 
|. A=|1 0 -—1]) ಈ ಕೋಶದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಮೂಲಗಳನ್ನು 
pz i 0) 
ಕಂಡುಹಿದಿಯಿ 


ದತ್ತಕೋಶದ ಲಾಕ್ಟಣಿಕ ಸಮೀಕರಣವು:|A- 41-0 


-A 1 2 

ಅಂದರೆ 1 -A .-1|=0 
2 «1 =A 

AX -61+4=0 


ಅಥವಾ ((-2(244+21-25-0 


ಆದ್ದರಿಂದ ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಮೂಲಗಳು 2, 143 


3 
2. p -4 2|ಇದರ ಲಾಕಣಿಕ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿದಿ%ು 
7 


0 0 
1-A 2 3 
|A- Al=0 = 0 —4-—A 2 |1=0 
0 0 7-A 


ಅಥವಾ (1-A0-4-A47- ವ 
pe ಲಾಕ್ಷಣಿಕ ಮೂಲಗಳು 1, ಬ್ಲ 7 
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ಎಂದು 


45 


ಟು 
ಮಿ 
Il 

) 
» Ww 
— WwW 


ಆಗಿರಲಿ. ಕೇಲಿ-ಹ್ಯಾಮಿಲ್ಪನ್‌ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು 


NO) 
[> 
೪ 


ಉಪಯೋಗಿಸಿ Aಿನ ಪ್ರತಿಲೋಮವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ದತ್ತಕೋಶದ ಲಾಕ್ಟಣಿಕ ಸಮೀಕರಣವು |A- /1=0 
1-—A ಕ ಷ್ಯಸ್‌೭ 
ಅಂದರೆ 0 TEASED 
2 0 3-A 
EY Ep EE 


ಖಿ 
ECA ETAELIIEO 
A! ನಿಂದ ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಗುಣಿಸಿದಾಗ 
ACA LEOA =0 
Es 
ಅಥವಾ ಸ ‘=S|-4°+64-71] 


ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ 


“60 4 
A a IW 1 
of 
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ಕೆಯೆಯಾಗಿದು, ಅದು ಆವತ ಗುಣ ಮತು ಸಹವತ್ತನೀಯ ಗುಣಗಳನು 

J ಗತಾ ಲ 4 

ಹೊಂದಿದರೆ ಅದನು ಅರೆ" ಸಂಕುಲ ಸೆಮಿಗ್ರೂಪ್‌ ಎಂದು-:ಕರೆಯುತೇವೆ. 
ಲ್ಸ — 


ಪರಿಮಿತ ಮತ್ತು ಅಪರಿಮಿತ ಸಂಕುಲ 


ಯು ಪರಿಮಿತ ಗಣವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ (0, 
ಜ್‌ (39 


ಜಾವ ಲ್‌ ಈ pe pe A G ಹಾನ್‌ 
RN f-) 7 ಳಾ ನ - - 
05 we ಅವಿರಿಬುತಿ {\e We {ed ( J )pey SAN A NG ~AG/ UY 
wd ಇ) 
| — pes 5 PP ಸುಂಕಾಸಗು ಕ್ರ 
ಕರೆಯ ುತ್ತೆ 6. ವDರಿಮಿತ WO CDNAS ACETAL ಭನ್ನು ಮವಾಗಿ 
—d 


ಜಿ _ Pa ke ಫಷ ಎಧೆ a” pS 
"ಅಂತ್‌ ಮತ್ತು “"ಅವರತ”ನಸರಕುಲಗಳೆಂದೆಹ ಕರೆಯು ತೋವೆ: 


ಒಂದು ಸಂಕುಲದ ಪರಿಮಾಣ 


(6G, ವು ಒಂದು! ಪಠಿಮಿತ ಸಂಕುಲಮಾಗಿದ್ದು, ಆಗಣದಲ್ಲಿ ಗ 
ಲದಿ'ಪರಿಮಾಣ (ಆರ್ಡರ್‌): ಎಂದು 


ಅಂಶಗಳಿದರೆ, ಆಗ ಗನ್ನು ಆ'ಸಂ ಸರಕುಲದೆ 


ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ: 0(0) =." 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 

1. ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಗಣವು" 

ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಮೂಹ. ಇಲ್ಲಿ 
ZW HETIL} 

(1) ಆವೃ ತ ಗುಣ: gk ಎರಡು ಪು 


“4 ದ್ರಿಮಾನ ಖಿಲಕೆಂ 


beZ. a4 He 
ಆದುದರಿಂದ ಆ ೮ ವೃತ ಗುಣವು ತೃಪಿ ಿಗೊಳ್ಳುತ್ತ 


(1) ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ: Va bce Z. at (bt C)=(a+b) +c 
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(Mt) 


(iv) 


(v) 


{> 


pe 


ಏಕದದ ಅಸ್ಲಿತ್ತ: 2ನಲ್ಲಿ '0 ಒಂದು ಅಂಶವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
VaeZ.a+0=0+a=a 
ಆದುದರಿಂದ 71ನಲ್ಲಿ 0(ಶೂನ್ಯ)ವು ಏಕದವು. 


ಪಿ pe ) pe ಲ . 
ವಿಲೋಮ ಅಂಶದ ಅಸಿತ: 
™ ಲು 
ಬೌ ೨ — po 
ನಲ್ಲಿ Ww, ಧನಾ ಕ ಪೂಃ ರ್ಕಾಂಕಕ್ಕೆ 
ಇ 


ನಾತ 
VaeZ. a+(-a)=(-a)+a=0 


ಆಗುವಂತೆ ಒಂದು -೧€61 ಖಯಣಾತ್ಮಕ ಪೂರ್ಣಾಂಕವಿದೆ. 


Cy 


ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಗುಣ: ಕVabeEZ. a+b=b+a 


ಆದುದರಿಂದ, (2. *)ವು ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ. 7ನಲ್ಲಿ 


ಅಪರಿಮಿತ ಅಂಶಗಳಿರುವುದರಿಂದ (2. *)ಅಪರಿಮಿತ ಪರಿವರ್ತನೀಯ 


ಸಂಕುಲ. 


ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ (0. *) ಮತು (ಔ. ೪) ಅಪರಿಮಿತ ಪರಿವರ್ತವೀಯ 


0-10}. R-10} ಎರಡು ಗಣಗಳೂ ಗುಣಾಕಾರ ಪರಿಕಿಯೆಯಲ್ಲೂ 


U4 


G=11,-1} ಎಂಬುದು ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ ಪರಿಮಿತ ಪರಿವರ್ತನೀಯ 
l 


M ಎಂಬುದು 2% 2 ಮಾತೃಕೆಗಳ ಗಣವಾಗಿದ್ದು ಅದರ ಅಂಶಗಳು 
ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿದ್ದಾಗ ಮತ್ತು ಮಾತೃಕೆಯ ಸಂಕಲನವು ದ್ವಿಮಾನ 
pe 


bp 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


abcd A 


a a| [b b | 
| | 


1 - AHR + 
a4 4 bh Db, 
ಚ | W 
'a,+ - 
|G hb, KNEE 7 
4 1 +h, a+b Fe Cc; 


ಇಲ್ಲಿ CC CC eR ಮತ್ತು CeM ಆದುದರಿಂದ (M. +) ನಲ್ಲಿ 


ಆವ ತ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿ ೦ಸಾ ಹಾಗಿದೆ: 


ವ (ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ A.B. C೮Mಹ ಎಂಬ ಯಾವುದೇ ಮೂರು 


A We uN 


ಹ್‌ 
Nd 
ed pS 23 
ಮಾ ತೃಕೆ ಜ್‌ Red ತೆಗೆ (SU ತಿ ೬ N £0 
yy 


r (r ; pi 
dy G2 MOD CC] 

tj Nh yc) 
0 ‘hb, +0, by+e 


i 


r ] 
| | 
‘ay ay [htc hte 


| ¥ 


webs wth ( 


=| 


‘ay+h+c ath tc] 


(r a 
n i} (ly (3) b hb, | | C% | 
ಹಾಗೆಯೇ, (A+B)+C =| + |p 
lay ay] |b by) {oy C4] 
| (ly “fy h, 4) ki 3 b | [C; £' (2 
s + F 
‘a+b, a, + by | | 


(AM 


ಈಗ, (1) ಮತ್ತು (2)ರಿಂದ ಬಂದಿರುವ ಮಾತೃಕೆಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ. 
ಆದುದರಿಂದ (M, +)ನಲ್ಲಿ ಸಹವರ್ತನೀಯೆ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 


Fe kes | 


Hh 0 
(1) O= 
0 


ಎಂಬುದು (ಬ. +) ನಲ್ಲಿ ಏಕದವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಏಕೆಂದರೆ, 


ಆದುದರಿಂದ (M.+)ನಲ್ಲಿ ಏಕದವಿರುತ್ತದೆ. 


(iv A=l Wi ಮಾತೃಕೆಗೆ 


“= (1 gy ] | 
— A -| | ಎರಬುದು ಸಿಯ'ವಿಲೋಪಮವಾಗಿರುತದೆ. 


ಅಂದರೆ, A+(-A)=0=(-A)+ ಸ 


ಆದುದರಿಂದ, ವು ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಮಾತೃ ಕೆಗೂ ಆದರ ೫ ಲೀಮವದೆ. 


I | 
| a (14 


IR ‘hb bh ", +h (3) +b, | 
] 


| 
| 
MIN bh [4 +h (ly +b, | 


bh bl [a a 
3: 2 
hb, ph | 


(1 (14 


b, m (ly b a a | 


|| 


bh T 4 [of +4 
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[a *h a+b] 
[4 +h, 4 Fr 
ಏಕೆಂದರೆ, +ಪರಿಕರ್ಮವು ಔRನಲ್ಲಿ ಪರಿವತಣನೀಯವಾಗಿದೆ. 
ದರಿಂದ, (1) ಮತ್ತು (2) ರಂದ. A+ B= B+A 


ಅಂದರೆ, (M. +) ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲವಾ 


ರಿಂ 


ಸ 


A Ww 


ಗಿದೆ. 


ಖಿ 0-11} ನಲ್ಲಿ ದಿ ಮಾವನ. ಕಯಯ [41 
[ಪನಿ A > 
(9 -11}.>) ಒಂದು. ಫರಿವರ್ತನೀಯ. ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ 
AA ೨ y 2! RY: pe [ 
Nd X= WO ಮೀಕರಣವನ್ನು ರ ಊಟಿಗೆ, 
ke 
ಇಲ್ಲಿ, 0-11} ಅಂದರೆ ೬ ಬಿಟ್ಟು ಉಳಿದ ಭಾಗಲಬ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ 
y % ದ 
ಈಗ, «6.be 0-11 ಆಗಿರಲಿ 
(1) ಆವ್ಹತ f ೨೯ 
UY 
aB=a+b-ab ಎಂಬುದು ಕೂಡ-ಒಂಲದು ಭಾಗಲಬ ಸಂಖ್ಯೆ-ಇದು 
ಅಳ್‌ ಇರದು ನಾವು ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇ Hou ಈ ಡಿದ ಡೆ 
a+ h-—ab=! 
ಅಥವಾ a+b-ab-1=0. 
ಆಥವಾ (0-10 b-1)=0 
ಆದರೆ, (=| ಜಪವಾ b= ೧ ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ 


SS | 4 pe) 9 ಗ್ಗೆ ಇವಿ 
Sದೊಔಿಲ೭ಬ ಅಪುತ ಗುಣಾಃ ತೃಪಿ JOOS 
3, ( ~ 
ಹ Cd wmed - - 
(1) ಸಹವತೇಣನೀಯ ಗುಣ 


-C)= a (b+c-— bc) 


=atb+c-bc-a(b+c-—bce) 


=a+tb+c-—bc-ab-ac+abe 


(ab) c=(a+b-ab) Cc 
=a+b-ab+c-(a+b- aby 


=a+b-ab+c-ac-=bc+ abe 


uk) 


6] 


ಈಗ, (1) ಮತ್ತು (2)ರ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿದೆ. 


we ಸ 


ಆದುದರಿಂದ ಸದ ೯ದೀಂಯ ಗುಣವಣ ವಿಜಮಾಗಿದೆ. 


(110) ಏಕದದ ಅಸ್ಲಿತ್ತ: ಯು ಏಕದವಾಗಿದರೆ 
a-e=esa=a Waue 9-1} 
(೧-೧ ಮತ್ತು €a=ಡ 

» UTEe-aue=a ಮತ್ತು e+¥U-ea=u 

ಅಥವಾ ೯-೩0೯-0 ಮತ್ತು €-€0=0 


ಅಥವಾ €!-0)=-0 ಮತ್ತು e(1l-a)=0 


ನ €e=0 ಅಥವಾ: 4೫1 
ದರಿ ೧! ಸಾಧ್ರವಿಲ್ಲ ಫ ಕೆಂದರೆ «೭ 0-11} 
ಆದುದರಿಂದ, "0'ವು ಎಕದವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
(i) ವಿಲೋಮ ಆಂಶದ ಅಸ್ಲಿತ್ತ 
೮೯0-1) ಅಂಶದ ವಿಲೋಮ ಆಗಿದೆಲ್ಲಿ 


_ 


ಅಥವಾ 0೬-0೫-0 ಮತು x+a-xa=0 
ಅಥೆವಾ x-ax=-ಟಡ ಮತ್ತು A-xaz-a 


ಅಥವಾ (1-0) = -೩ ಮೆತು (1-0) =- 


| 
ಇಲ್ಲಿ 1-1೬0 ಖಕೆಂದರೆ ೩೭ 0-11} 
(4 (4 


ನು ವಿಲೆ ಮುವಃ ಮತು. 
a-—l a-—l 


(V) ಪರಿವ €ನೀಯ ಗ ಗುಣಗಳ ಭು 
~~ pee ಎ ಜೌ 
ಯಾವುದೇ ಅಂಶಗಳಾದ ೯9-11) ಆಗಿರಲಿ. 


a-bD=a+b-ab 


b a=b+a- bua 


02 


0-11}ರಲ್ಲಿ a+th=b+a.ab=ba 


a b=boca 


Ko 


5ದುದರಿಂದ, 0-11} ಪರವರ್ತನೀಯ 


po 


K yO 3 
ಈಗ, p ೫3 "- ಎಂಬ ಸಮೀಾೀಕರಣವನು ಭಔದಿಸೋಣ. 
Fe (l 
ಎನೆ ಎವ I ~ Ns | 
ನಮ a= ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ. 
a! 
SE 
. 
Fak 
3-| 2 
5 ng 3”! J La ಮಿ Ps a 
ಹ \ ಮ್ಲ eS [oD ಲ henifld tavked wes Se 
3 ಲ್ನ ವವ 
~ 5 ಸಿ 
meds 5 SS 
RT. 
EES 
a ಅಥವಾ i 
LS. Ke ee 6 3 
P — KE ke 
ಆದಾಣರಿಂದಿ ನ 
A pS 1 
| COS. sine | K 3 
: § ೯ ಸ | rae 
0. ಸಃ =| ಖಳ ಮಂತ ಕೆ; 4 ಗಣವು 
| SINC COS, 
ಣೆ po pe ೩ a 
ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ ಮಾತ್ತಕೆಗಳ ಗುಣಾಕಾರ ಪರಿಸಿಂ 
p3) ಜ್‌ 
p a ನ KE ಈ 
೫ರಿಬತ್ತನಿಕಯಿ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ನಿಲಿ, 


fo 
1 


i ' COS. 
(1) ಯ" Ay Ne | 
! cos(a + P) 
| sin(ot + P) 


po 
pe 


ಸಂಕುಲಗಳು 


&. { Ag & ( ಆಗಿ 


—sin(a +p) 


cos(G + [) | 


- 


ಗ 
4 


* Ki'E \ ed 
SING | cosh vin 


| sino. COS | sin cos | 


i: ಷಿ +f € U 


63 


(1) nxn ಮಾತೃಕೆಗಳ ಗುಣಾಕಾರವ್ರ ಸಹವರ್ತನೀಯ ಎಂದು ನಮ 


ತಿಳಿದಿದೆ ಆದರಿಂದ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಗಣದಲ್ಲೂ ಈ ಗುಣವು 
ವಿಜವಾಗಿದೆ. 
A Ny 
ಸ 1 0] [cos0O -sin0 
(a1) =! a = ಸ್ರಎಂಬುದು ಏಕದವಾಗಿರುತದೆ. 
IC 1} |sin0 cos0 | ] 


(iv) ಮಾತೃಕೆ Aಯ ವಿಲೋಮ A' ಎ 


ಲ | } p 2 . al ್‌ ಅ D 
ಇಲ್ಲಿ, ಸಿ ಲ os ax +sin 0=1#0 * A ಅಸತದಲ್ಲಿದೆ. 
~~ | ] ಸ 


COS(—0) — sin(—o) 
| 


~- 
| 
| 
| 
t 
| 


ವ TE 
| COS SINC 


Ina cosa| !sin(—a). cos(-0) | 


, 5 f cos(—- 0) — sin(—0) FA 
ಸ ಷೆ ಷೆ I=A€E0 

| SIN(—0)  COS(—) 
ಆದುದರಿಂದ, ಪ್ರತಿ ಅಂಶ ಸ್ಥಿಕ್ಕೂ ವಿಲ್ಲೋಮವು ಇದೆ. 


* 


| cosa + B) - —sin(o + B) | 


(V) A = ( y 


1 
| 
| sin(a+8} cos(a+p) | 


& 


 cos( (B+ 0) ~sin(B +0) 
Lind 0) cos(P+ 0) © 
0,5 ವಾಸ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾ ಳಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
nl 
- ಗ್ದೈ`ಸ್ರೀಸ್ಹಿ-ಸ್ಕಿ 
ಅಂದರೆ, 6ಯು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ 


= ಸ್ಲೊ.ಷಿ 


3} (1 


[i 
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3.1.5 ಮಾಡ್ಕುಲೊ ಗಣಿತದಲ್ಲಿ ಸಂಕಲನ ಮತ್ತು ಗುಣಾಕಾರ 


ನಲ್ಲಿ ಮ್ಯಾಡುಲೋ 6 ಸಂಕಲನದ ಕೋಷ್ಟಕವನ್ನು ತಯಾರಿಸಿ. 
Z=10.1,2,3,4. 5} 


ಥಿ ಸಂಕಲನದ ಮೊತ್ತವನ್ನು ೦ಡುಹಿಡಿಯಲು ೭ನ ಎರಡು ಅಂಶಗಳ 
ಸಾಧಾರಣ ಮೊತ್ತ ಕಂಡುಹಿಡಿದು, ಅದನ್ನು 6ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ ಬರುವ 
ಶೇಷವನವ ಸಷ — PAN ಎಶುಂತೇಕು 


೨ ಸಂಧಿ e' ನದಲ್ರಿ [0 wv WN 
4 p @ [) 


ಮಾಡ್ಯುಲೋ ಗಣಿತದ ಸಂಕುಲಗಳು 
|. 2. 3,4} ಮಾಡ್ಕುಲೋ 5 ಸಂಕಲನದಲ್ಲಿ 


ee 


pe 


೧ A pe ತೋರ 
wO ಬಲ ೯ನೀಂಯ HANA Wu “4p PS 


pe ಇ ಘಿ — 8; A ಎಪಿ ಲ pe ಎ -- ೩ 
ೂೋಷ ಕದ ದಾಖಲೆಗಳೆಲ್ಲವೂ 2,;ಗೆ ಸೇರಿವೆ. ಆದುದರಿಂದ ಆವೃತಗುಣ 
[4 ~~ - 
೫ ಖಿ 
SSD ROS 


NS 
(11) ಸಿಹಬರ್ತೆನೀಯಿ ಗುಣ: 


p pe pe ATT — wR ud cal, 

೭ನ ಯಾವುದೇ ಮೂರು ಅಂಶಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು ಈ ಗುಣವನ್ನು 
A, eNews 

% ಪರೀ ಕ್ಲಿಸಬಹುದು. RSE 
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(226)H8-2 08-6 
28(628)-288=6 
ಆದುದರಿಂದ ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 


(i) ಏಕದವು "6' ಆಗಿದೆ; ಏಕೆಂದರೆ ಪಧಾನ ಸಂಖ್ಯೆ “6” ಆಗಿರುವ 


(೪) ಕೋಷ್ಟಕದಿಂದ ನಮಗೆ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅಂಶವು ತಿಳಿದಿರುತ್ತದೆ. 
228=892=6 -. (2' =8 
44-404-6 PR 
6B6=6D6=6 A 


pe ನ — ಡೆ NS ad ಷೆಭ ಪಿ 
(Vv) ಈ ಕೋಷ ಸಕದ ಮುಖ ಕರ್ಣ ೯ಬ ಖುನಿದ್ಲಿ ಯ ಖ್ರಅ ಅಂಶವೂ ೪ಗದೆ 
ಸಿ ಇ a A ರ ಕ್ಸ್‌ ಘಃ 
ಪತಿಫಲಿತ ಅಂಶಗಳಿಗೆ ಸಮಾನವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಪರಿವತ£ನೀಯ 

_ 
on aA ಗೊಂಡಿದೆ ವನ್‌ ನ ಸಾ ಮು ೧ Aೌ್‌ ೮ಎ 
“t೨್ರುಿಲ ಈ ಕ {Wow s DY WVU TN. WU UW LAKYS 


ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಯಿ ಸಂಕು ಕ್ರಿ 


ಆವೃತ ಗುಣ: ಕೋಷ್ಟಕದ ದಾಖಲೆಗಳಲ್ಲಿ ಅಂಶಗಳು 9, 10, 4 €G 
ಅಂದರೆ ಆವೃತ ಗುಣವು ನಿಜವಲ್ಲ. ಆದುದರಿಂದ 6ಯು ಸಂಕುಲವಲ 


Nu 
ey 
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3.2 ಕ್ರಮ ಯೋಜನೆಗಳ ಸಂಕುಲ 
ಸಿ1ಡ,b, ಲ} ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. 
ಸಿಯಲ್ಲಿ 3 ಅಂಶಗಳಿದ್ದು ತ್ಸ =6 ಕ್ರಮಯೋ ಜನೆಗಳನು ಮಾಡಬಹುದು. 


ಸ 
ಒಂದು ಗಣವು ಈ 0 ವಿವಿಧ ಕ್ರವ ಯೋಜನೆ ಗಳನ್ನು id ಅದನ್ನು 
ಸಮಮಿತ ಕ್ರಮಂತೋಜನೆಯ ಗಣ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೆಃ ಇದನ್ನು 5, 
ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ ಹಾಗೂ ಈ SN ನ್ನು ಎರಡು 


[$ 9) 
n ಎಪಿ 
ಸಾಲುಗಳಲ್ಲಿ ಸೂಚೆಸಿರು ತ್ರೆ NSS 


( 
3 [g beac bb a cl cae abc ba)! 


pele be) [a bea b cyabeya bead a1 


ಈ ಕಮ ಯೋಜನೆಗಳನ್ನು ಗೈ. ನಿ... ದಿ. ನಿ. 5, ಎಂದು ಸೂಚಿಸಿದಾಗ 
ಸ್‌; & p4 - 4 


=1. RPP. PB} 


ಎರಡು ಕ್ರಮಯೋಜನೆಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧ 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಎರಡು ಕ್ರಮಯೋಜನೆ ಗಿ ಮತ್ತು ಗಿಗಳನ್ನು 


ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. ಆಗ 


್ಲ ಪಿ ಪನಿ ವನ್ನು 4 ಮೌ ೫ ಸ್‌ ps 
ವರ ಮೇ ಕಮಂಕೋಜನೆಂರು - ಸೌದಿ ೬ನ ರಿನ ಒಂದವಿಳ 
— ಲ್ಸ 

[ 
Pe Wood ೨೨ ~~ po SS pe pS ES PR 
ಕಮಂತೋಜ: ವಿಂ೨ SETS TECTSN JL ಕ ಮುಬಲ್ಲಿ pe i ಆದ 
ಭಾ ರೆ 
— ಮಾಸಾ — ಇಳೆ ಮೆ ಎ po) ತಿ ~ಿ ~ eden KR Lo 
[3 ಸ ಇ p yp) 
ಅನುಗುಣವಾಗಿ ಎರಹವೇ ಕಮಂ ಸಜನಿ eS le ಸಾಲನಮೊ 
Ke, 
4 
ಜಿ ಎ೧ ~ 
ಬರೆಯಬೇಕು. ಆ 


ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ ಗ್ಥಿ-ಗಿ ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


ಈಗ, ಗಗ ಮೆತ್ತು ಗಿ-ಗೈಿಗಳನ್ನು ಪರಿಶಿಲಿಸೋಣ: 
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b a ji 
¢ ug bj) 


(a b c 
Nh Fg 
ಗಗ ಗಿ 


ಹಾಗೆಯೇ Ne fy: ಗಿವ ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿದಿಯೊ ೧: 


(a b c) [a b c) 


P- P =| || 
(CBA 
(a b ca C b\ 
la C bb ಈ 
(a b c\ 
=| =P, 
(BERN 

HEF“ 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಕ್ರಮಯೊ ಜನೆಗಳ ಗುಣಾಕಾರವು ಪರಿವರ್ತನೀಯವಲ್ಲ. 
ಏಕದ ಕ್ರಮಯೋಜನೆ 
p (a b c 
=| 
‘ aE 
ಉದಾಹರಣೆ 


a H.C \aad AC b ce 
Py: P= a DAE £ b ep F = 


ಕುಲಗಳು 


ವಿಲೋಮ ಕ್ರಮಯೋಜನೆ 


| ಸ್‌ 
aE 
ಸಾ ~ ee Wo pe 
ಎಂಬುದರ ವಿಲೋಮ ಕ್ರಮಯೋಜನೆಯ ಗಿನ ಎರಡು ಅಡ್ಡಸಾಲುಗಳನ್ನು 


Clg b) 
= | 
a bh 
A, 
| » 3 
| SH eR 
Lee hy) 
x fa hb C\ 
ಹಾಗೆಯೇ, 3” | 
[hE sa) 
Kp (hb a] 
K [a ಕಾ | 
WD C) 
(6b Cd ವ 
ಷೆ E> EP, 
| & J 
We Dj} 
ಪ್ರಮೇಯ: ಕಮಯೋಜನೆಗಳ ಗುಣಲಬ «ದಿಹಾನ: ಕಯೆಯಲ್ಲಿ 
7, *“ Ue 
ಕಹುಯೋಜನೆಗಳ ಗಣ 8, ಒಂದು ಸಂಕುಲ 


1p PRB RE 


Fl (a BE a- ky © REE Cc) 

ಇಲ್ಲ py =| B Pp, = | 

ಈ | /; !, | ud } 8 

48 a4 \b.a cj 

kG 3% ‘a‘bh b ka «ab €\ 

P, ಕಾ P — P, pe | 

\ b A ಲ್‌ b) A j 

ಮೊದಲು ಕ್ರಮ ಯೋಜನೆಗಳ ಗುಣಲಬ್ಬ ಕೋಷ್ಟಕಗಳನ್ನು ಬ ಬರೆಯೋಣ: 
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pe 


~ 
_ 


NN 
ಶಂಬಿವಿ. ಮತ 


A 
Uv AA 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ P,. P ಈ 


dwt 


Ko] 


AARON 
Ve ADS adv 


[NF 
ಹಲ 


wd 


ಯೆ 
“Jd AY 


ನಾಗಿ 


3 
NW 


€ 


RP 


pd mud 
AIO 
[eo Oo 


ಗ 
ಅಡಾ By 


ಇದು ಅಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ. 
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3.3 ಒಂದರ ವರ್ಗಮೂಲ, ಘನಮೂಲ, ಚತುರ್ಥ ಮೂಲಗಳು 


ಇವುಗಳ ಗುಣಾಕಾರ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಗಳಲ್ಲಿ ಪರಿವರ್ತನೀಯ 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸೋಣ. 


ಒಂದರ ವರ್ಗಮೂಲಗಳು 


Ke 
x=4-1 ಎಂದಿರಲಿ 

೫ =| ಅಥವಾ x” =1=0 

ಅಥವಾ eh 

ಅಂದರೆ, ೫-1-1 ಇವುಗಳು ಒಂದರ ವರ್ಗಮೂಲಗಳು 

ಗುಣಾಕಾರ ಸ ಯಲ್ಲಿ'ಕೋಷ್ಟಕ: 611. -1} ಆಗಿರಲಿ. 


(1), ಆವೃತ 
ಆದುದರಿಂದ ಆವ ತಗುಣವ್ರ ತ್ಪಪ್ಪಿಗೊಂಡಿದೆ 
ಲ ಲ್‌ 


lL =-L1E6 
x(-D}xl=-1x1=-1 


IKU-DxI}=1x-1=-1 
ರಿಂದ ಸಹವರ್ತನೀಂಯು J ಗುಣವು ತೃಪಿ 


ಆದುದ ಗೊ ಡಿವೆ. 
(ii) 1 ಇದು ವಕದವಾಗಿರುತ್ತದೆ 


ೋಷಕದಿಂದ 1x1=1 (1) =1 


(1V) ಕೋಷ್ಟ 
(—Dx(-D) =1 (1) =-1 
ಆದುದರಿಂದ 6ನಲ್ಲಿ ಎಲ್ಲಾ ಅಂಶಗಳಿಗೂ ವಿಲೋಮಗಳಿವೆ. 


(೪) ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಗುಣವೂ ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 


ಅಂಶಗಳೂ 4ಯಲ್ಲಿ 


ಸಂಕುಲಗಳು 


ಇ. ಅ 


ಗಣಿತ « 


Ww. 


€ 


4 


SS) 


ಹೀಗೆ, ಒಂದರ ವರ್ಗ ಮೂಲಗಳು ಗುಣಾಕಾರ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. | 


pe —1=0 
ಅಥವಾ (x-1)\(x” + x+1)=0 


y 
ಅಥವಾ ೫-1-0 ಮತ್ತು ೫ +x+1=0 


ನುತ pend ಇ 
JU) = ಾ 
2 2 
—1+1i43 
= V3 ಎಂದು ಸೂಚಿಸಿವರೆ 
2 
(EB) ESN I el-i3 
| | 4 2 


2 3 
ಏಕೆಂದರೆ, ಉಉ -೪ 1 


K 
ಉಲ್‌ ವಉವಉಲ=ಉl= 


ಸಂಕುಲಗಳು 73 


p y ol: 
() ಆವೃತ ಗುಣ: ಕೋಷ್ಟಕದ ಎಲ್ಲಾ ಅಂಶಗಳೂ 6ಯಲ್ಲಿವ. 
ಆದುದರಿಂದ ಆವೃತಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 
B) 
(1) ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ: 0.1L0€G 
7 3 
ಈಗ, (WD W=W = 
sad 2 3 
ಮತು, (1-0) = =| 
ಆದರಿಂದ, ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು ತೃಪ್ಪಿಗೊಂಡಿದೆ. 
ಹಾ) — 
(i) 1 ಏಕದವಾಗಿದೆ 
} | 
(1೪) ಕೋಷ್ಟಕದಿಂದ 1:1 =| <4 IE 
2 2 ; 1 2 
MO =W -“WV=1 tO) = 
7 > p, 
WW -W=w mm =1 (0)= 
ಆದುದರಿಂದ 6 ಯ ಎಲ್ಲಾ. ಅಂಶಗಳಿಗೂ ವಿಲೋಮಗಳಿವೆ 
(೪) ಕೋಷಕದ ಮುಖಿ ಕರ್ಣದ ಕೆಳಗೆ ಮತು ಮೇಲೆ ಸಮಾನ 
೬ ವಿ ಎವಿ 
ಅಂಶಗಳಿವೆ. 'ಅಂದರೆ' ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು ತೃಪಿಗೊಂಡಿದೆ 
ಹೀಗೆ, 1ರ ಘನಮೂಲಗಳ ಗಣವು ಗುಣಾಕಾರ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಪರಿವರ್ತ 
ನೀಯ 
3. ಒಂದರ ಚತುರ್ಥ ಮೂಲಗಳು 
} 
ve RNರಲ್ಲ 
4 
va 
ಅಥವಾ (x -1)x +10) =0 
ಅಥವಾ x" -1೬0 ಮತುಃx 10 
p 
ಅಥವಾ (x-1)(x+1)=0 ಮತ್ತು ೫-1 
x=tl £4 Latha 
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ಅಂದರೆ,1. -1 i. —/}ಯು 1ರ ಚತುರ್ಥ ಮೂಲಗಳ ಗಣ. 


G=1l.-1i.-i} ಆಗಿರಲಿ. ಇಪ ದರಲ್ಲಿ ಗುಣಲಬ್ರದ ಕೋಷ್ಟಕ. 


(1) ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ: -1/.-1i€G ಪರಿಗಣಿಸಿ. 
sn —Ix(ix-i)=-1x1=-1 
A 7 
ಮತ್ತು (-1xi)x-i ix =-) 


A , ಇರತವ AF ಮ ಜವೆ 9 ಗ್ಗೆ ದೆ 
ಆದೊಬಿಲಂದಿ ಸಿಹದುವರ್ತಿ ಎಲ೦ಯ ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿ ಬೊಂ೦ಂಡಿದ. 
pb 


((೪) ಕೋಷ್ಟಕದಿಂದ 1*1=1 (= 
(-1)x(-1)=1 AM 1) = -1 
ix(-D=-ixi=l OO # =-i 
—ixi=ix-i=l AIM =i 


ನ್ನ pe 
ಆದುದರಿಂದ 0ಯು ಖಲ್ಲಾ ಅಂಶಗಳಿಗೂ ವಿಲೋಮಗಳಿವೆ. 


(೪) ಕೋಷ್ಟಕದ ಮುಖ್ಯ ಕರ್ಣದ ಮೇಲಿನ ಮತ್ತು ಕೆಳಗಿನ ಅಂಶಗಳೂ 
ಸಮಾನವಾಗಿವೆ. ತಂಟೆ; ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು ತೃ ಪ್ರಿಗೊಂಡಿವೆ. 
ಆದುದರಿಂದ fj, -1, +i. -i} ಗುಣಾಕಾರ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಗಳಲ್ಲಿ 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 
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3.4 ಸಂಕುಲದ ಕೆಲವು ಗುಣಗಳು 
ಪ್ರಮೇಯ 1: ಸಂಕುಲದ ಏಕದವು ಏಕೈಕವಾಗಿದೆ 
ಸಾಧನೆ: (6.*) ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾಗಿರಲಿ. 
ಅದರಲ್ಲಿ, € ಮತ್ತು € ಎರಡು ಏಕದವಾಗಿರಲಿ. 
ಈಗ, € ಯು ಏಕದವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
6e*e=e*e =e yy 
ಹಾಗೆಯೇ, €' ಯು ಏಕದವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 


e*¢ =e *e=e (2) 


ಪ್ರಮೇಯ 2: (6,*) ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿ ಅಂಶದ ವಿಲೋಮವೂ 
ಏಕ್ಸೈಕವಾಗಿದೆ. 


ಸಾಧನೆ: (6.*) ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ € ಯು ಏಕದವಾಗಿರಲಿ 


(ಯು ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಅಂಶವಾಗಿರಲಿ. b ಮತ್ತು ಗಳು (ಷಯ 


ವಿಲೋಮಗಳಾಗಿರಲಿ. ಅಂಶ bಯು ಆಯ ವಿಲೋಮವಾಗಿರುವ 


ಕಾರಣ 
a*b=xh"eese NOD) 
ಹಾಗೆಯೇ ಯು (aಯ ವಿಲೋಮವಾಗಿರುವ ಕಾರಣ 
a*c=ec*Gq=e BU 
ಈಗ, b=bh*e [ಏಕದದ ಗುಣದಿಂದ] 


=h*(a*c) [(2) ರಿಂದ] 
=(b*0)*c  [ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣದಿಂದ] 
ವ್ಯಾಲ*್‌ [(1) ರಿಂದ] 
ಅಂದರೆ, bc [ಏಕದದ ಗುಣದಿಂದ] 
ಆದುದರಿಂದ, ೧ ಯ ವಿಲೋಮವು ಏಕ್ಸೈಕವಾಗಿದೆ. 
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ಪ್ರಮೇಯ 3: (G,*) ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ೩೦ ಯಾವುದೇ ಒಂದು 


ಅಂಶವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ (a! ಹ್ಯೂ =q 


ಪ್ರಮೇಂಯ 4: ೩a ಮತು ಗಳು (6, ») ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ಎರಡು 


ಅಂಶಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, (4 xb) =b"xa!. 


= axlbxlb” xa!) (ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ) 


K 1] | 
= axbxb Ica 3 (ಸಹವತರ್ತನೀಯ ಗುಣ) 


= axlexa”) (ವಿಲೋಮ ಗುಣ) 
= axa! (ಏಕದದ ಗುಣ) 
=¢ (ವಿಲೋಮ ಗುಣ) 
“1-1 

(0xb)xlb Xa |= ¢ EN) 


(p! xa) (ax b) 


sl [a x(axb)] (ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ) 


PU le xa)xt] (ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ) 
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-— hb p< le xb] (ವಿಲೋಮ ಗುಣ) 
=h"!xb (ಏಕದದ ಗುಣ) 
ಜಂ (ವೀ ಲೋಮ ಗುಣ) 
bx x(axb) =e ..2) 


ಪ್ರಮೇಯ 5: ಎಡ ಮತ್ತು ಬಲ ನಿರಸನ ನಿಯಮಗಳು 

a,b, ಗಳು (6,*) ಸಂಕುಲದ ಯಾವುದೆ 3 ಅಂಶಗಳಾಗಿರಲಿ 
ಆಗ (1) a*bh=೩0*೭cಮಯhಿ-=೭ ಎಡೆ:ನಿರಸನ ವಿಯಮ 

(i) a*b=0c*bSಖa=c ಬಲ ನಿರಸನ ನಿಯಮ 


ಇಧನೆ: 
(1) Wiis “XY 
EO ಯಾವುದೇ ಅಂಶ 
(aceGE aE 
ಪಗ. | )ದಿಂಪ 
a (abyss IE) 
| 7 ಲ ಆಜಾ ಜಾವ ~N 
(a ax*b=(a- *a)*c (ಸಹವರ್ತೆನೀಯ ಗುಣ) 
ಅಥವಾ ಆ*h ವ್‌ (ವಿಲೋಮ ಗುಣ) 
ಅಥವಾ. b= (ಏಕದದ ಗುಣ) 
, ನ Ml A 
a*b=a*c=hb=e 
OO AEB CED pA 


Ke 
ಆಗಿರಲಿ. ಯಾವುದೆೇ ಅಂ 


beG > he CG 
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ನ abby =c*(p*p') (ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ) 
ಅಥವಾ 4೯-೮೬ (ವಿಲೋಮ ಗುಣ) 

ಸ್ಯ ಡಿ (ಏಕದದ ಗುಣ) 

i Ee a 


ಪ್ರಮೇಯ 6: 0 ಮತ್ತು ಗಳು (6,*)ಂ ಎರಡು ಅಂಶಗಳಾಗಿದ್ದರೆ 
a*x=b ಮತ್ತು y*ಡ೩=b ಪ್ರತ್ಯೇಕ ಸಮೀಕೆರಣಗಳ ಉತ್ತರಗಳು 
(6, *) ಯಲ್ಲಿದ್ದು ಅವು ಏಕೈಕವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


ಸಾಧನೆ: 


(: ~~ $c } 
(1) (a*x)=b AE 
FAA > Fa ಸಿಂ 
Aves \ SNC TIT IG Uv! NCIS, 


ಈಗ್ಗ (a®x)=u *#b (1) ರಂದ 

BENS a “axa '*p ಸಹೆವತ್ಷಣನೀಂಯ ಗುಣ) 

BT =a *0 (ವಿಲೋಮ ಗುಣ) 

ಅಥವಾ ವಡ '*ಯ (ಏಕದದ ಗುಣ) 
ಆದ್ದರಿಂದ, x=4 *beG a*x=b ಸಮಿಃಕೆರಣದ 
ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ. ಈಗ, ಈ ಪರಿಹಾರವು ವಕ್ಕೆಕವಾಗಿದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಬೇಕು. ॥ ಮತ್ತು ಸ ಇಬ್ರ ಎರಡೂ ಅಂಶಗಳು ೩a*x=ರ 


ಅಂದರೆ, ೩a*೫,=b, a*x=0b 


x ENCANA SES AACN) 
ps ‘ M k | » pt e Pp 
ಅಥಮಾ (a'*a)*x=(a *a)y xy (ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ) 


Pee A -. 
NK 3% 
Je ~~ 4 79 


BM ek (ಏಕದದ ಗುಣ) 
ಅಂದರೆ, ೧*x-b ಸಮೀಕರಣದ ಉತ್ತರವು ಏಕ್ಸೈಕವಾಗಿದೆ. 


(i) ಈಗ, ಎರಡನೇ ಸಮೀಕರಣವು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. 


y*u=b (2 


NEG a”'eG 


ಅಥವಾ v*(a*a )*'  (ಸಹವರ್ತೆನೀಯ ಗುಣ) 
y*e=b*a (ವಿಲೋಮ ಗುಣ) 
y=b*a (ಏಕದದ ಗುಣ) 


y=b*a"'€G ಯು ೪*4-b ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರವಾಗಿದೆ. 


ಈಗ, ಈ ಪರಿಹಾರವು ಏಕ್ಸೈಕವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. 


ಅಂದರೆ, » ಮತ್ತು ಖು ಎರಡೂ ೪ *(=b ಸಮೀಕರಣದ 
ಪರಿಹಾರವಾಗಿರಲ. 
೪ *4=b ಮತ್ತು ೪)*4 = 

NEY 

WE § *q)*a '=(y *0)*a 
ಅಥವಾ *(a*a =y,*(a *q') (ಸಹವರ್ತೆನೀಯ ಗುಣ) 
ಅಥವಾ ಸಖ *€ವಸ್ಬು್‌ೇ ವಿಲೋಮ ಗುಣಿ) 
ಅಥವಾ ಯಸವ) ಏಕದ ಗುಣ) 


. , — 4 [o ——್‌ ಲಾ ನಾ 
2 \ “Qa b ಸವ (ಕರಣದ ಪರಿಹಾರವು ಏಕ್ಟೆಕವಾಗಿದೆ. 


€/ 


3.5 ಉಪಸಂಕುಲಗಳು 
(G.*)ಯು ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾಗಿರ್ಲಿ ಗ ಎಂಬುದು 6ಯ 
ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಉಪಗಣವಾಗಿರಲಿ. (ಗೆ.*) ಕೂಡ ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾದರೆ 


ಅದನ್ನು 6ಯ ಉಪಸಂಕುಲ ಎಂದು ಕರೆಯುತೇವೆ. 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


ಕ ps ನನಾ A RE mk 
MG 11. 4, [ಯು ಗುಣಾಕಾರ ಶ್ರಯಿಂ ಲ ಜವ 
ಸಂಕುಲವಾ ಗರು ದೆ. 


yy = {1 - ಹ ಆ ಯ ಉಪಗಣ ಮತ್ತು ಇದು ಕೂಡ ಗುಣಾಕಾರ 


ಬನ್ಸ್‌ 
ಆದುದರಿಂದ ಗೆ ಮತ್ತು" ಯ ಉಪಸಂಕ 


ಊಖಿಸು೦ರ 


: 
( 
೫ 
RL 


[. 


(R, +) ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 


ICR, (Ll +) ಕೂಡ ಒಂದು”"ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ:: 


be Cy ear —1i=ip ಗುಣಾಕಾರ ಪರಿಕ್ಷಿಯೆಯಲ್ಲಿ-”ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 
~~ 


| 
4 ic 6 ಅಧರ ಗ. ಉಪಸಂಕುಲಪಲ್ಲ ಖಕೆಂದರೆ 
1 =-1€ಗH. ಅಂದರೆ, ಗೆನಲ್ಲಿ ಆವೃತ ಗುಣವು ನಿಜವಲ್ಲ 


(AAR ESN AST DAA SE 
SS py Sew ANTSBANSONY Slo PULAU Ce. 
~~ ವಿ 
ಪಮೇಯ 1: 
( ಹಹ - NS ನೆ ನ ಥೆ Wet — ೧nd ೧A H PS 
LY, Ud tw re Uv rd Due EIS WwW WU NY eas Ww kre 
ನ್‌ 
(ಉುಪ್‌ಸು೨ಕುಲ ಎನಿ ಮ ಎಗ್ಗಗತೇಕಿವ್‌ದೆ p ವಎಂ/ಲ್ಲಖ ಗ pe 
Yee NDE ಆಗಿದರ ಬೂಮಿ wD VU © ಕೆಳಗಿನ { ರಾಗಳನು 
3 p A 
wd (wd 


(1) VabeH. a*beH 
(ijl MaeH.a ‘eH 
ಸಾಧನೆ: 
|. (H.*) ಎಂಬುದು (6.*) ಯ ಉಪಸಂಕುಲವಾಗಿರಲಿ 
ಈಗ, () ae. 4" ಮತ್ತು 
(ib VaeH. a 6. ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. 
(H,*)” ಉಪಸಂಕುಲವಾಗಿದ್ದರೆ ಅದೂ'': ಒಂದು ಸಂಕುಲವಾಗಿದೆ. 


ಆದುದರಿಂದ ಆವೃತಗುಣ ಮತ್ತು ವಿಲೋಮ ಗುಣಗಳನ್ನು 
ಪ್ರಿಪಡಿಸುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 
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a*beH 
"ten 


Va.be H. 
VaeH.a 


[NO 


 ( ಮತ್ತು 
(i) Va.be H. 


(11) Vae H. a! 
ಈಗ, ಟಗ 


0 HANAN 
edad WY 


೩ 


(1) ಗ (11ರಿಂದ ಆವೆ 


a*beH ವ 
೮€ಗೆ ಎಂದಿರಲಿ. 


ತೋರಿಸಬೇಕು 


ವಆಜು 


oe 


ತ್ತು 


ಖಲ ೂನ₹ಮ 3) 


» ಗನಲ್ಲಿ 


Ns Bad; PR 
[ po 
1 WR ಸ 
I 
ಅಥವಾ ಆ€ಟಗೆ 
ಅಂದರೆ ಏಕದವು'~ಗೆನಲಿ ಇದೆ. ಎಂದು ತೋರಿಸಿದಂತಾಯಿತು 
ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣವು 6 ಎಲ್ಲಾ ಅಂಶೆಗಳಿಗೂ ಅನ್ನಯಿಸುತ್ತದೆ. 
p ; — 
HcG ಆದುದರಿಂದ ಇದು ಗನ ಎಲ್ಲಾ ಅಂಶಗಳಿಗೂ ಅನ್ನಯಿಸುತದೆ. 
[9] — 
ಅಂದರೆ (ಗೆ, 3 ಸಂಕುಲದ ಎಲ್ಲಾ ಗುಣಗಳು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿವೆ. 
ಆದುದರಿಂದ (ಗ,'"*) ಎಂಬುದು (6G, *) ಯ ಉಪಸಂಕೆಲವಾಗಿದೆ. 
ಪಮೇಯ 2: 
RS, 
ಯ ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಉಪಗಣ ಗ ಒಂದು 'ಉಕನಂಕುಲ ಆಗಿದರೆ 


ಮತ್ತು 5 ಅದು ಕ೪a.be 


1. (HY ಎಂಬುದು (6, 
ನಾವು Vabe H.a*h”! 
ಆದುದರಿಂದ (6, 


*)ಂಯಯ' ಉಪಸ 


H.u*h'eH ಎಂಬ ಗುಣವನು 
'೦ಕುಲವಾಗಿರಲಿ. 


€H ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. 
*)ಯ ಎಲ್ಲಾ ಗುಣಗಳು (ಓಟ, *)ನಲ್ಲಿ ಇವೆ. 
[ee ee] 


&n beH=>bh!leH (ವಿಲೋಮ ಗುಣ) 


ಹಾಗೆಯೇ, aeಟ. ಹ! eH 


Ws ET €ಗ (ಆವೃತ ಗುಣ) 


NO) 


HCG ಮತು ಭVabeH.a*b’'eH ಇರಲಿ. 


ನಾವು ಗ ಒಂದು ಉಪಸಂಕುಲ ಎಂದು ತೋರಸಬೇಕು. 


ಈಗ, ೩*b '€ಗೆಳಡ.bಿೀಲಟ ಎಂದು ಗೊ ತಿದೆ. 


ಇಡದ ಲಿ bಯ ಹದಲು (ನ್ನು ಬರೆದಾಗ 


a*a le H>eeH 


ಫಿ [-) _ PM 
ತಂದರ, ಏಕದವು ಅಸಿತ ದಲದಬ. 
pn ಕಾ 


pS ಪಿ ೫ pS > 
ತಂದಿರಿ, HOST A ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. 


a*b eH ಇದರಲ್ಲಿ bಯನ್ನು 6" ನಿಂದ ಬದಲಿಸಿದಾಗ 
a*(b 'y'eH 
ಅಥವಾ a*beಟೆ 
ಅಂದರೆ Ed ಗುಣವು ತೃಪ್ತಿಗೊಂಡಿದೆ. ಔ[€6 ಆದುದರಿಂದ 


~~ ಇಂ < — pe ee ) —ಾಿ ಜೌ 
ಸಿಹವರ್ತನೀಂ ಣವು ಗೆನಲೂ ನಿಜವೆನಿಸಿದೆ. ಅಂದರ, ಗನಲ 


NN XN Ad TY Ue red ಸಿನ 
WTC (G3 3 kee ಶಹHಹಸಿಲರುಲ, 


I } ಮತ 


= 2 MD mM 2M Se: } 
(m ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕ) ಆಗಿದ್ದರೆ, (H.+) ಎಂಬುದು 
(2.೪) ನ ಉಪಸಂಕುಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ನಮಗೆ ಈಗಾಗಲೇ (2.+೬*) ಒಂದು ಸಂಕುಲ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. ಈಗ, 
HCcG ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಮೇಲಿನ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ 
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leH Va,beH 
Gಯ ೮ 


ab 
ಆದರೆ ಗಎಂಬುದು 
a=rm, b= sm 
ಎಂಬುವು ಎರಡು ಗನ ಅಂಶಗಳಾಗಲಿ. 
ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಪೂರ್ಣಾಂಗಳು. 


ಇಲಿ 
ಳ್‌ 


ನ ab =rm- sm 


=({r~ $s} 


“I<kmeH 


ಆದಿನದ ಸ ಬಂಬುದು 


ಅಂದರೆ, ab 


WU a kd 


2 (Gx) ಹಂಡು ಸಂಕುಲ ಮತು a€G 
3 —2 — 0 ] 2 
H ಈ; COE RO A 


CE ge 


ಮಾತಗಳು 0ಯಲ್ಲಿ ರುತ 


ಇರಿ 


ಈಗ, «೧೭೯6 ಆದರೆ ಆವೃ 


(ಪೂರ್ಣಾಂಕ) ಫ 
ಹಿ H<cG 

&n, VABeHA AB'!eH 

ಸಿದರೆ H ಒಂದು 


ಕ ಎ 4 
ಎಂದು ತೋ ಗಪ್‌ 


¥ ‘ ೪ 
ಸಿ-=4.ಔ=-4' ಆಗಿರಲಿ. 


“~ AB'= a'(a*)y! 


84 


r ಮತ್ತು 5s ಎಂಬು 


ಎಷೆ 
ಪಕಾರ 
ae WU 
ಬ 


ಪಸಂಕುಲವಾಗುವುದು. 


ಎಂಬುದು G ಯು ರ 
we ed 


ಷಯ ಎಲ 


ಪೂರ್ಣಾಂಕ) 
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a DS 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಗೆ ಎಂಬುದು 6ಯ ಉಪಸಂಕುಲ. 
3 H=10.2, 4a ಮತ್ತು G={0.1.2534. She ಆದರೆ 
ಗHಎಂಬುದು 6ಯ ಉಪಸಂಕುಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
HCG ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. ಈಗ 


Va.beHZ ab ‘eH 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿದರೆ ಗೆ ಎಂಬುದು "6 ಯ Ra 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಉಪಗಣದಲ್ಲಿ, ಈmಂd6 ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ 


(0 "= (2) =4 ಮತ್ತು (4ನೆ ಎಂದು 'ತಿಳಿದಿಹೆ. 
ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಅಂಶಗಳಾದ 4.bಆಗ ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 


ee b=2 ಆದಾಗ ab '=0+4=4eಟH 
a=0.b=4 ಆದಾಗ ab '!=0+2=2eH 
a=0.b=0 ಆದಾಗ ab '=0+0=0eH 
a=2.b=0 ಆದಾಗ ab'=2+0=2e#H 
a=2b=2 ಆದಾಗ ab'=2+4=0eH 
wed. p=0 ಆದಾಗ ab '=4+0=4eಟ 
a=4.hb=2 ಆದಾಗ ab'=4+4=2e# 
a=4, b=4 ಆದಾಗ ab '=4+2=0e0॥H 
ಇಲ್ರಿ, a® mod6b ! ಯನ್ನು ab"! ಎಂದು ಸೂಚಿಸಲಾಗಿದೆ. 


ab 'eH va.beH 
ಆದರಿಂದ, ಗ ಎಂಬುದು ೮6ಯ ಉಪಸಂಕುಲ. 


3.6 ಪರಿವರ್ತದೀಂಯ ಸಂಕುಲಗಳು 


(() 6 ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ (4)' -4''b' ಆದಾಗ 6Gಯ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


CC 
tl 
೪, 
tl 
GL 
¥ 
ಲ 
) 
3 
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ನಮಗೆ ಈಗಾಗಲೇ ತಿಳಿದಿರುವಂತೆ (ab) ' =" 4 


py ಇ ed | | 
*. bla!'=a"b 


We ye yy 
ಆದುದರಿಂದ 6ಯು ಪರಿವರ್ತನೀಯ. 


(11) G6 ಸಂಕುಲದ ಪ್ರತಿ ಅಂಶವೂ ಅದರ ವಿಲೋಮವೇ ಆಗಿದರೆ 6ಯು 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
a.beG ಆಗಿರಲಿ 

ನ. ಹಿಜಡಿಕ ಮತ್ತು b=b"! 
ಏಕೆಂದರೆ, 6ಯಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿ ಅಂಶವು ಅದರ ವಿಲೋಮವಾಗಿದೆ. 
en, abeG>=>abeGc 
Gb (ab) (1) 
ಆದರೆ (ab) ಎ8! ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 

(ab)! = ba SAD 
ಈಗ, (1) ಮತ್ತು (2)ರಿಂದ b= 
ಆದರಿಂದ 6 ಸಂಕುಲವು ಪರಿವರ್ತನೀಯ. 


(11) 6 ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ಸಮ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಷ್ಟು ಅಂಶಗಳಿದ್ದರೆ, ಆದರಲ್ಲಿ 


| ಹ 


a’ =a ಆಗಿರುವಂತೆ ಕನಿಷ ಒಂದು ಅಂಶ (a೬ ಇರುತದೆ. 


ಅಂಶಗಳಾಗಿರಲ್ಲಿ. ಈ ೧. ಅಂಶಗಳಲ್ಲಿ,  €'=-೬€ ಆದುದರಿಂದ 
(ee) 

ಸಮೂಹದಲ್ಲಿ (21-1) ಅಂಶಗಳಿವೆ ಎಂದಾಯಿತು. ಆಗ 6ಯಲ್ಲಿನ 

ಅಂಶಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಬೆಸವಾಯಿತು. ಆದುದರಿಂದ ಟಯಲ್ಲಿ ಕನಿಷ ಇನೆ ಸ್ಲಾಂದು 


ಅಂಶ ೧4೯ ಇರಬೇಕು. ಅದು ೧! =4 ಎಂದಾಗಬೇಕು. ಆಗ 6ಯಲಿ 
ಅಂಶಗಳು ಸಮ ಸಂಖ್ಲ್ನೆಯಹಾಗುತವೆ 
ರ ೬ ಮ 
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RG, ¥) ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ a*a=e. bEbEe CEE... ಅಂದರೆ 


2 2 
a =e b= e. SN 


7 ಆದರೆ 6ಯು ಪರಿವರ್ತನೀಯ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಈಗ, aeG.be0G. ““WbEG 


£% (ab) ವಾಲಿ 
ಅಥವ (abj)(ab) =e 
ಅಥವಾ a(ba)b =e 


ಅಥವಾ aa(ba)bb = aeb 


a”(ba b> = ab 


7 2 
p e(baye ub (ಕಾರಣ Woe; bh“ = ¢ ) 
ಆಥವಾ ba = ab 
ದರಿಂದ, (6G.*) ಯಾ ಪರಿವತ್ತ್ವನೀಯ ಸಂಕುಲ. 
ww) 


(೪) ಸಂಕುಲ (6.*) ಯಲ್ಲಿ (aby =a"bVahbeG ಆದರೆ (0; *) ಯು 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ಈಗ, (ab) =a"b" 
ಅಥವಾ (aby)(ab) = (aa)bb) 
a(ba)b = a(ab)b (ಸಹವತ್ತನೀಯ ಗುಣ) 
ಅಥವಾ ba-ಆ ನಿರಸನ ನಿಯಮಗಳು 


ಆದ್ದರಿಂದ, (4.*) ಯೆ ಪರಿವತ್ತನೀಯ 


(vi) (G. *) ಸಂಕುಲವು ಪರಿವರ್ತನೀಯವಾದರೆ (4b) =೩"b"Va, be G 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ಈಗ, (ab) = (ahby(ab) 
= a(ba)b 
= a(ab)b 
(ಕಾರಣ (6.*)ಯು ಪರಿವರ್ತನೀಯ: 4b=ಯಡ) 
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= (aabb) (ಸಹವರ್ತನೀಯ ಗುಣ) 
ಅಂದರೆ, (ab) =a” 


ಸೂಚನೆ: ಮೇಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳಲ್ಲಿ a* ಅನ್ನು ab ಎಂದು 


ಅನುಕೂಲಕ್ಕಾಗಿ ಸೂಚಿಸಲಾಗಿದೆ. 


(vi) (G.*) ಸಮೂಹದಲ್ಲಿ 2 ಅಥವಾ 3 ಅಂಶಗಳಿದ ಅದು 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


|. Gಯಲ್ಲಿ ಎರಡು ಅಂಶಗಳಿದರೆ, ಒಂದು ಅಂಶ ಏಕದವಾಗಿರಬೇಕು. 
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RN TH a. e} ಆಗಿರಲಿ. ಕೋಷ್ಟಕವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 


a*0=೩ ಅಥವಾ ಆಗಿರಬೇಕು. 
a*0-೩ ಆದರೆ ೩a೫೭೯,ದು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. 


”. a*ಡ=-e ಆಗಿರಬೇಕು 


ಪ್ರಧಾನ ಕರ್ಣದ ಎರಡು 
ಒಂದೇ ರೀತಿಯ ಅಂಶಗಳಿವೆ. 
ಶು * ಪರಿಷತಘೇಯ: ಇಂದು 


2. ಯಲ್ಲಿ 3 ಅಂಶಗಳಿದ್ದರೆ, ಒಂದು ಅಂಶ ಆ ಆಗಿರುತ ಪ 


pe 
 G=1.,b} ಆಗಿರಲಿ, ಕೋಷ್ಟಕವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 


ಲ 
ಈಗ, 4*ಗhಫ೬ಡa ಏಕೆಂದರೆ a*h =a 
ದರೆ ನಿರಸನ . ನಿಯಮದಿಂದ b= 
ಆಗುತ್ತದೆ; ಇದೇ ರೀತಿ, ೩a*b ೬b. 


~~ a*b=e 


ಹಾಗೆಯೇ, 'b*ಡa =e ಆಗುತ್ತದೆ. 


೫ ಮತ್ತು b!= 
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| 


ಇದರ ಪ್ರಧಾನ ಕಣಾ 


ಅಂಶಗಳಿರುವ ಕಾರಣ ಸಂಕುಲವು ಪರಿವರ್ತನೀಯ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 33 
[ pe pe ವ್ಯ pe A 
&; po ಕೆಳಗಿ ಗಿನವು ಛಲ , ಖಾವುವು ದಿವಾನ ಪುರಿಕಿ ಯ UY ತಿಳಿಸಿ. 
) ~A 


(1) Nನಲ್ತಿ a*b=a+SD 
(11) 1ನಲ್ಲಿ a*b=a+b+] 
¥- ಸ ¥ a + 3b 
ENO aba 
— 5p 
(iv) ನಲಿ a*h-=-— 

ಕ; 5 


ಎನಿ 2 2 
(v) Rನಲ್ಲಿ a*b=va" +b 


7 ps 
W*p=va-—=b 


a*b= ab 


(vi) Rನ 
(v1) Cನ 


w 


ab 
(4). ಔನಲ್ಲಿ 4*b- ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಾಗ ಈ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯು 


ಸಹವರ್ತನೀಯ ಮತ್ತು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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(11) Rನಲ್ಲಿ a*h=30-5h + 710b ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಾಗ ಈ ಕ್ರಿಂ ಯು 
 ಸಹವರ್ತನೀಯ ಮತ್ತು ಪರಿವರ್ತನೀಯವೇ ಎಂದು ಪರೀಕ್ಲಿಸಿರಿ. 
(11) 2ನಲ್ಲಿ a*b=a+th +> ಎಂದು `ಕೊಟಾ ಗ ಇದರ ಏಕದ ಮತ್ತು 

೩aಯ ವಿಲೋವ ಮವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡದಿಯಿ 
(iv) 2ನಲ್ಲಿ ERE ಎಂದು ಕೊಟ ಶ್ಟಾಗ 4ರ £ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ: 


ಲ 
ಬ್‌್‌ಮಿಬ್ಲು 


(S 


(್ಕ 


NS) 
pS) 
ಎಎನ್‌ 


ಜ್‌ ಸಮೂಹ 5 ಯೆ ಲಿ 5, ಹ ; ಆದರೆ 
4 
KE ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(1 NL bE 
py — es | | PRE pe - ಉಲ 
(V1) f; pe | . & ಜ್‌ p : ಆದರೆ 7 Iu / 4 ಪ: ಕಂಡುಹಿಡಿ Nd 


MC. all 13 
(VN Mi [ಅದರೆ ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
LS (Le adsaki 
(vii) ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಗಣ ೭71ನ ಮೇಲೆ ಯುಗಳ ಪರಿಕಿಯೆ *ಮ್ಹು 
~ 
hd A eee ವ್ಯಾಖ್ರಾಯಿಸಿದ: ಅದರ ವಏಕದವಮ 
J ಬಿ 


ಕಂ ಡುಹಿ ಮರಿ. 


(x) ಗುಣಾಕಾರ (mಂd10)ರ ಸಂಕುಲ G=137.9}ರ 3ರ 


(x) G=1-1Li-i} ಸಂಕುಲದ ಅನುಚಿತ ಉಪಸಂಕುಲಗಳ ಸಂಖ್ದೆ 


ಎಷು? 
[3 
(xi) G=13.6.9.12}, ಇದು (mod15)ರ ಮ ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ 


(xi) G=(11.5.7.11})xmod12, Aಂಕುಲದಲ್ಲಿ 5147!+11'ನ 


(xii) ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಭಾಗಲಬ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ * ಪರಿಕ್ರಿಯೆ 
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ಠ್‌ 


ab 
(x1೪) ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖೆಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ 01*ಶಿ-- ಆದಾಗ 


pad 2 A ~ a ಣ್ಯ ~~ > RY 

ಪರಿಕ್ತಿಯಯು ಸಹವರ್ತನೀಯ ನಿಯಮವನ್ನು ಪಾಲಿಸುವುದೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ 

ಗ pd ರಿ ಇ 9 — 2 ೨ pe KS ab ~~ 

(೩೪) ಗಣದ ಮೇಲೆ ಯುಗಳ ಪರಿಕ್ರಿಯೆ * ಅನ್ನು 4 (ಭಾ: ಎಂದು 


ವ್ಯಾಖ್ಯಾಯಿಸಿದರೆ ಏಕದವನ್ನು ಮತ್ತು 8ರ ಅನುಲೋಮವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿದಿಯಿಃ 

VIS LG ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ a bb, c ಅಂಶಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, 
(a*b!*c'*q!)=72 


(XVI) GMಯು ಪರಿವರ್ತನೀಯ (ಅಬಿಲಿಯನ್‌) ಸಂಕುಲವಾದರೆ 


~ PE NN fed 
NEN 2 


CO CEL 34 SIN aio ಲದಲ್ಲಿ 5ರ ವಿಲೋಮವೇಮ? 
X ab 
(X1x) ಶೂನ್ಯರಹಿತ ವಾಸವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಸಂಕುಲದಲ್ಲಿ ೧*b- ಆಗಿದ್ದು 


| ಲೆಂ ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿ ಡಿಯ . 

ಲೆ ಯುಗಳ ಪರಿಕ್ರಿಯೆ x ಅನ್ನು a*b=a+h+5 

~ A ನಾ 

UV LG ಲ್ಲ ಲ್ಲ 

pa 3. —1 —] ಇವೆ pO 

(XX1) 6: ¥* modo ಗಣದಲ್ಲಿ 244 "+5 "ವ ಬಲಯನ್ನು 

5 
(೫%) ಗುಣಾಕಾರ (mಂd5)ರ ಸಂಕುಲ 6-11.2.3.4}ನಲ್ಲಿ 2 ಮತ್ತು 


4ರ ವಿಲೋಮವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3. G={-3.-2.-10.12,3} ಆದಾಗ ಈ ಗುಣವು ಸಂಕಲನ ಕ್ರಿಯೆ 
ಯಲ್ಲಿ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿರಿ 
4. 6ಯು ಎಲ್ಲಾ ಸಮಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ ಅದು ಸಂಕಲನ 
ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಸಂಕುಲಮೇ ನಶಿದು ಪರೀಕ್ಲಿಸಿರಿ. 
5. Gಯು ಎಲ್ಲಾ ಬೆಸ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ ಅದು ಸಂಕಲನ 
ಲ್ಲಿ 


ಸಂಕುಲವೇ ಎಂದು ಪರೀಕ್ಸಿಸಿರಿ. 
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6. 


10. 


14. 


3: 


pe 


0-10} ಗಣವು ಗುಣಾಕಾರ ಪರಿಕ್ತಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಸಂಕುಲವೇ ಎಂದು 
ಪರೀಕ್ಸಿಸಿರಿ. 
HEE ESE. } ಗಣವು ಗುಣಾಕಾರ 
ದ್ರಿಮಾನ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಅಪರಿಮಿತ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ 
೦ದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
Z=|a+ib|a.be R} ಈ ಗಣವು ಸಂಕಲನ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಅಪರಿಮಿತ 
ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
{a + by. a.be 0} ಗಣವು ಗುಣಾಕಾರ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ 
ಒಂದು ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
ಎಲ್ಲಾ xn ಮಾತೃಕೆಗಳ ಗಣವು (ಮಾತೃಕೆಗಳ ಅಂಶಗಳು, 
ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಅಥವಾ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಆದಲ್ಲಿ) ಮಾತೃಕೆಗಳ 


ಸಂಕಲನ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ ಎಂದು 


x) 
j xER&x೬0 ಆದರೆ, ಆಗ ಹ ಮಾತೃಕೆಗಳ 


x 
ಗುಣಾಕಾರ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ ಎಂದು 


€ಔ} ಗುಣಾಕಾರ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಒಂದು 
ಸಂಕುಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
—{1} ಗಣದಲ್ಲಿ 


ಲ್ಲಿ ೩a*b=-೩+b+ab ಎಂದು ಕೊಟಾಗ ಇದು 
ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೀ 


ಯ ಸಂಕುಲ ಖಂ ೦ದು ತೋ ದಿಸಿ 


‘1 gE % ba 
o-1| SN 1 0 
L0-1f|0 10 -1/|0 -1 
ಮಾತೃಕೆಯ ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ ಪರಿವರ್ತನೀಯ ಸಂಕುಲ ಎಂದು 
ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳು ಸಂಕುಲವೇ ಎಂದು ಕಂಡುಹಿಡಿಯ 
(i) G=10.1.2.3.4.5} @ mod6 


(ii) G=11.2.3.4.5} © mod6 
(ii) G=113.4.5,9} @ modll 
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_ 


(iv) G=10.3,6,9} ® mod12 
(Vv) G=1124.5,7,8}@ mod9 
(vi G=115,7,11}@ mod12 
(vii) A 2.3, 4}@ mod5 

iii . 3}@ mod4 


10. (0G, *) ಸಂಕುಲದಲಿ. 4" -೩ ಆದರೆ ೩4-೭೬ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
17. (G+) ಸಮೂ We —(-a)=aVaeG ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


18. 6ಯು ಎಲ್ಲಾ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ. ಗಣವಾಗಿದ್ದು, [| ಧನಾತ್ಮಕ 


ಎ 


ಆ 
4 ~ — ಇ ್ಯ — 
ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣವಾಗಿದ್ದರೆ, [| ಎಂಬುದು 6ಯ ಉಪಸಂಕುಲವೇ 


ಎಂದು ಪರೀಕಿಸಿ 3, ಸಂ ಲನವು ದಿಮಾನತಿಯೆ 
™ € [ಲ J 
43-32-10 
19. BE Le 
2) 2 3 ಜಿ pS re ಈ 
H YY: AY ef ದರೆ H ವಿಲಬುದು 4 ಯ Hಖಸಿ೦ಕುಲಬಕ 
& 
ಎಂದು ಪರೀಕಿಸಿ 
A 
20. ಆ 1. ಸಂಕುಲದ ಉಪಸಂಕುಲಗಳನು ಬರೆಯಿರಿ: 
BCE 34 5 ಸಂಕುಲದ ಉಪಸಂಕುಲಗಳು ಈ 
ಕೆಳಗಿನವುಗಳೆ? ಎಂದು ಪರೀಕಿಸಿ 
SY = 103000) Hy 025 
[. j ~ pe a < ಲ್‌ TT 
22. 0=13'|n ಪೂರ್ಣಾಂಕ।- ಗಣವು ಗುಣಾಕಾರದಲ್ಲಿ. ಪರಿವರ್ತನೀಯ 
(ಆಬಿಲಿಂ ವ್‌) ಸಂಕುಲ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


“ಭಾಸ್ಕರನ ಚಕ್ರವಾಳ ವಿಧಾನವು ಎಲ್ಲಾ ಶ್ಲಾಫನೆಗೂ ಮೀರಿದೆ. 
ಸೆಂಖ್ಯಾ ಸಿದ್ಧಾ  ಂತದಲ್ಲಿ ಲಾಗ್ತಾ ಂಜ್‌ನಿಗಿಂತ ಮೊದಲುಗಳಿಸಿದ 


ಸಾಧನೆಗಳ ಪೈಕಿ ಅತ್ಯ ೦ತ ಶ್ರೇಷ್ಠವಾದುದು” 
~ ಹ್ಯಾಂಕೆಲ್‌ ಗಣಿತಜ್ಞ 


’ ವಾ ತ ಜಿರ್ಮ 
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ಅಧ್ಯಾಯ 4 


ಸದಿಶಗಳು 


ವಾಹಕಗಳು' ಅಥವಾ ಸದಿಶಗಳು ರೇಖಾಗಣಿತ, ಭೌತಶಾಸ,, 
_ 
_—_ 
ತಂತ್ರಜ್ಞಾನ ಮುಂತಾದ ಕ್ಷೇತ್ರಗಳಲ್ಲಿ ಕ್ಲಿಷ್ಟವಾದ ಸಮಸ್ಸೆಗಳನು ಸುಲಭ 
ಇಳ ನೊ” ೨ ೩ 
ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಬಿಡಿಸಲು ಸಹಾಯಕವಾಗಿವೆ. 


ಸದಿಶಗಳಿಗೆ ದಿಕ್ಕು ಮತು. ಪರಿವಳಣ ಎರಡೊ ಇವೇ ಸದಿಶಗೆಳನು 


ಮ್ನ 
ನಿಯತ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ರೇಖಾಖಂಡದಿಂದ ಪತಿವಿಛಿಸಬಹುದು. ಇದರ 
_ 

ಉದ್ದವು ಸದಿಶದ ಪರಿ ರಿಮಾಣವನ್ನು ಸೂಚಿಸುತದೆ. ಇದರ ದಿಕ ನ್ನು ಬಾಣದ 
— w 

ತುದಿಯಿಂದ ತೋರಿಸಬಹುದು. (ಚಿತ್ರ 4.1). 

Ao “UB ಬಿಂದ ಮಫ ಯು B 

ಬಿಂದುವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


AB =6 ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದರ 
ಪರಿಮಾಣ five a= AB ಯ ಉದ್ದ. 


A 
ಚಿತ್ರ 4.1 
ವಿವಿಧ ರೀತಿಂಶಯ ಸದಿಶಗಳು 
(1) ಶೊನ್ಯ ಸದಿಶ: . ಸದಿಶದ ಪರಿಮಾಣವು 0 (ಸೊನ್ನೆ) ಆಗಿದ್ದರೆ 
(10-0) ಅದನ್ನು ಶೂನ್ಯ ಸದಿಶ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದರ 
ಮೊದಲನೇ ಮತ್ತು ಕೊನೆಯ ಬಿಂದು ಒಂದೇ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು 
0 ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


04 ಗಣಿತ ವಿಜಾನ 
ಗಾ 


pp ped ° ed ಎಜೆ ೮ನ್ನು ಜಾನೆ — ~ ~ p= rE y ( ವ a 


ಸದಿಶ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಅಂದರೆ, ॥ ಏಕ ಸದಿಶವಾಗಿದ್ದರೆ, 
pe [9 
[ಟ|=1, ಒಂದು ಸದಿಶ ೩6 ಕೊಟರುವಾಗ ಇದರ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುವ ಏಕ 
kk pS a ; ಮಿ pe 
ಸದಿಶವನ್ನು a (a ಕ್ಯಾಪ್‌) ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಅಂದರೆ 
& (1 
a=— 
|4| 


(1) ಸಮ ಸದಿಶಗಳು: ಒಂದೇ ಪರಿಮಾಣ ಮತ್ತು ವಿಕ್ಷನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ 
w \ 


DO 


s pe _—— pe ಎಫ ಎ ನನ್ನ ಶಹ 
ಸ್‌ದಿಶಗಳಿಗೆ ನಿಂ ಸದಿಶಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


(iv) ಸದಿಶದ ಯಣ ಸದಿಶ (ಅಥವಾ ವಿಮುಖ ಸದಿಶ): ಒಂದು ದ 


ಲ ಹ oo pS = BN A ನಾಥ a Fd 
ಸದಿಪ 4 ಆದಾಗ, ಇದರಷ್ಟೆ: ಪರಿಮಾಣ ಇರುವ ಆದ HULU 
- od 
ನೆ pS A ಗ — ಮ ಾ pe pe 
ವಕ್ಷಿನಲ್ಲಿರುವ ಸದಿಶವನ್ನು (ಯ ಯಣ ಸದಿಶ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ 
pe 
po SE PR fF I - 
ಆದುನಾ kf “ ಅಣು ಬರೆಯುತೆ xd 
[| pp 


x « ~~ ~— 
(v) ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶ: ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಬಿಂದು ಗಿಯನ್ನು 


ಆನೂ 
py «. pS 4 NNT pS pe NA 
ಕೊಟಾ ಗ OP ಸದಿಶವನು (0 wee Vu TE ) ಸಾನಿ ಸದಿಶಐಂದು 
4 [| qm . 
KU, p $3 


ಕವೆ೨೨ತೆ pe 
“pigs Ud 


4.2 (x, y) ಬಿಂದುವಿನ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶ 


A PN N & p 
; ಮತ್ತು j; ಇವು ಎರಡು 0: ಮತ್ತು 0೦) ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುವ ಎಕ 


KO 
| p ೨) x a ಎ 6 
ಸಿದಿಶಗಳಾಗಿರಲಿ. Py) ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಬಿಂದು ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 


pS 


OP ಮು; Pಬಿಂದುವಿನ ಸ್ನಾನ ಸದಿಶವಾಗಿರುತ್ತದೆ (ಚಿತ 4.2). 
[9 ಖ 
OP=r ಎಂದು ಬರೆಯು 


ಚಿತ್ರ 4.2ರಲ್ಲಿ, ನನ್ನು -ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ 


ಒಕೆ 


pe 
oS 


Lb 


( 


x-ಅಕ್ಷದ ದಿಕ್ಕಿಗೆ [ಯು ' ಏಕ 
ಸದಿಶವಾದುದರಿಂದ 


OM =xi 


ಸದಿಪಗಳಾ 95 


y-ಅಕ್ಷದ ದಿಕ್ಕಿಗೆ ) ಯು ಏಕ ಸದಿಶವಾದುದರಿಂದ 


MP = y) 
ಸದಿಶದ ಸಂಕಲನ ತ್ರಿಭುಜ ನಿಯಮದಿಂದ 


ಈಗ, OP=OM +MP =xi+ yj 


ಇ P=OP=xi+yj 
|7|=|OP| =VOM’ + MP? =4x’ 


ಆದರಿಂದ P(x, ೪) ಯಿ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವು OP=xi+ y 
ಇದನ್ನು ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ್ಮ (೫. ೪) ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು “ಆದುದರಿಂದ ಒಂದು ಸದಿಶವನ್ನು 


ಗಳು ವಾ 
೦ ಗ್ರ ಬಾಗಿ ಬರೆಯ 


po 
ಹEIE: 


ಚಿತ ೩.3 


ಸದಿಶಗಳು 0೩, OY ಮತ್ತು 0೦೭ 


I 
ಏಕ 

A 07 pS ೦ದಕೊ PRE ಖಂಬವಾಗಿ ಮಹ — 
«4 wl ಳಿ ಈ UV ww Ue UY ಹೋಬ ಬ. 


ವೆ. 0 ೦) ಮತ್ತು 


ONAN 
A/S ಮಾಗಿ ಗಿರುವಾಗ ಮೂರು- 


pS A ತುವ ಹ BE 
k ಮೂರು 


ಖ್ಯ 
pl 


-೨ಿರಲ್ಲಿ Pನ್ನು XY ಸಮತಲಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾ 
ಆಕಕೆ ಲಅಂಬವಾಗಿಯೂ ಮತು MLನು  Yy-ಅ 
Mf i ೮೩ರ 


ON=ML=x, -NM=0L=y "ಮತ್ತು MP=:z 
2)ನಲ್ಲಿರುವ ಮೂರು ಸಂ ೦ಖೈಗಳು Pಬಿಂದುವಿನ x- 
-ನಿದೇಶಕಗಳನ್ನು sa ಕ 


ಈಗ, 
ನಿಯೋಜಿತ ತ್ರಯ (», ), 
ನಿರ್ದೇಶಕ, ೪-ನಿದ್ದೇಶಕ ಮತು : 
ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 

kas 
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Ne NM = y) 

OM =ON + NM (OMN ತ್ಶ್ರಿಕೋಣದಲ್ಲಿ) 
=xi+yj 

OP=OM +MP (OMP ನಕೋಣದಲ್ಲಿ) 


OP=xi+ y+ zk 


Pಯ `" ಸಾನ ಸದಿಶವು (;, ೪» 2) ಮತ 
py 


7 > 3 
yk : 


(1) ಸದಿಶಗಳ ಸಂಕಲನ ಗುಣಗಳು: 
a=(ay. a), 43) b= (b.0.b) ಆದರೆ 


a+b=(a +h. a+b. a+b) ಆಗುತ್ತದೆ. 


Hd 


ಜ್ಯಾಮಿತೀಂಶು ನಿರೂಪಣೆಗಳು: 6 ಮತ್ತು ಹಗಳು ಸಮಾನಾಂತರ 


ಚತುರ್ಭುಜದ ಎರಡು ಅಕ್ಕಪಕ್ಕದ ಭುಜಗಳಾಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 4.4) 


0೩-೩ ಮತ್ತು 08=-b. ಆಗ 4+bಯು ಸದಿಶ ೦೦ ಆಗುತ್ತದೆ. 


ಸದಿಶಗ;- 97 


ಸದಿಶ ಸಂಕಲನದ ತ್ರಿಕೋಣ ನಿಯಮ: 


——— 


ಚಿತ್ರ 4.5ರಲ್ಲಿ ABC ತ್ರಿಕೋಣದ ಭುಜ ಗಳಾದ AB ಮ ್ತಿ BC ಗಳು 


4 ಮತ್ತು b ಎಂಬ ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಿದರೆ A೦ಯು ಅವುಗಳ ಮೊತ್ತ 


ಸದಿಶದ ಕೊನೆಯ ಬಿಂದುಪು ಅದರ 
ಮುಂದಿನ ಸದಿಶದ ಮೊಡಲನೇ 
ಬಿಂದುವಾಗಿರಚೇಕು 

ಅಂದರೆ, 

ನ 


AB+BC+CD+DE=AE 


(11) ಸದಿಶಗಳ ವ್ಯವಕಲನ 


a (4). ¢ >. 44) ಮತ್ತು b= ೭ ಸ ಗಿ. by: & 
ಆಗ 5 =(,.—h. .43-h) 
ಜ್ಯಾಮಿ Hತೀಯವಾಗಿ (ಚಿತ್ರ 4 6) 


Aಔ=4೩ ಮತ್ತು A€ಲ=b ಆದಾಗ 


ಅಂದರೆ, G=b+CB » ಸೆ 


ಅಥವಾ d-b=CB 
" ಯಾವುದೇ ಒಂದು ತ್ರಿಕೋಣ ABCಯಲ್ಲಿ 
AB+BC+CA=0 
(i) ಒಂದು ಅದಿಶದಿಂದ ಸದಿಶದ ಗುಣಾಕಾರ 
a=(4,, 4)) ಓಂದು ಸದಿಶವಾ ಗಿದ್ದು ಹಯು ಒಂದು ಅದಿಶವಾ ಇಗಿರಲ್ಲಿ. 
sn ka=(ka,. Ka) ಸವಿಶವ್ರು 4" ಸದಿಶದ ದಿಕ್ಕಿನ ನಲ್ಲಿ ೨ ಇದರ 
ಪರಿಮಾಣವು ೩ಯ ಪರಿಮಾಣದ | ಯಷ್ಟು ಇರುತ್ತದೆ (ಚಿತ್ರ 4.7). 


98 ಗಣಿತ ವಿಜಾನ 
ku 


Olas, kay) 
‘OP ವಾಡ 
00 =kd 


Pla |» 4) 


4.3 ವಿಭಜನ ಸೂತ. 


ಮತ್ತು ಔಗಳೆ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಷಗಳು ೩a ಮತ್ತು b ಆಗಿದರೆ P 
ಥಿ ಲ 


SE RN, ei F ಭತ” Po pS Gp Dad a ad 
ಬಿಂದುವು AB ಯನ್ನು. m:n ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ -ವಿಭಜಿಸಿದರೆ Pಯ ಸಾನ 
£3 


ಸದಿಶವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಬಗೆ (ಚಿತ 4.8). ಈಗ 
A ಪ 


AP FM 
kl ಜಿಂದಾ" ಅಳಿದಿದೆ. OAಸ=a. O8೫=Db 
PBE'n 


ks nAP = mPB 


ಅಧವಾ n(OP ಇಇ O0Ay= (OB pe OP) 
ಅಥವಾ (M+ n)OP _ nOA ee mOB 


— na+mb } A ) 


m+n “ತ 8 
, 


ರಿ : ¥ f9) 


a+b 
ವಾಗಿರುತ್ತದೆ., ಆದುದರಿಂದ ಮಧ್ವಬಿಂದುವಿನ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವು pe 
9) Js wy ಸಣ್ಣ py, 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
|. ಒಂದು ತ್ರಿಕೋಣದ ಭುಜಗಳ 


ಅವುಗಳ ಶೃಂಗಗಳ ಸ್ವಾ: ಗ: | | 
ಮಧ್ದರೇಖಬೆಗಳ (ಶೃ ಗದಿಂದ Sop ಸದಿಶಗಳ ಮೊತ 


ಮಧ ನನದ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶಗಳನ್ನು 


(3 ಅ 


ಶೂನ್ಯ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಸದಿಶಗಳು 99 


ABC ಎಂಬ ಒಂದು ತ್ರಿಕೋಣ (ಚಿತ್ರ 4.9)ದಲ್ಲಿ 
0ಸ=-4. ೦8 =-b ಮತ್ತು ೦೦-೯ ಆಗಿರಲಿ 
(ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ ಮೂಲಬಿಂದು 0 ತೋರಿಸಿಲ್ಲ). A 

Dಯು BCಯ ಮಧ್ಯಬಿಂದು 

£ಯು A೦ಯ ಮ ಬಿಂದು 


5 4 D ps 
3 2 ಚಿತ್ರ 4.0 
ah 
F೯ಯೆುಃಖ ABಯ ಮಧ್ಯಬಿಂದು “ F= 
2 
ಈಗ, OD4 OELOF -a +542 =0A+0B LOC. 
ನಾ nl ER ¥ 
ಗ - ರಗ ರಸ Dc. Sure 2a 
2 2 
BE - OF - OB 4c _jcatc-hd 
2 
Ci ನಾವ ಎ ೧3 \್ಕ ಧ್‌ 
ಮತು" "CF =OF -ರ೮ ಎ 
ಆದ್ದರಿಂದ ಮಧ್ಯರೇೇಖಾ ಸದಿಶಗಳ ಮೊತ್ತ 
D+ BF 4cR-PAC-24 atc-2b a+h-2 | 


2 


ಸದಿಶಗಳು AB = 3/44 ಮತ್ತು ಸ0=5/-2)+4 ತ್ರಿಭುಜ 
ABCಯೆ ಭುಜಗಳಾದರೆ Aಯ ಮೂಲಕ ಮಧ್ಯರೇ ಖೆಯ ಉದ್ದವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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ಣಾ 


ತ್ರಿಕೋಣ Aಔ0ಯಲ್ಲಿ ಸಿಯನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದುವಾಗಿ ಪರಿಗಣಿಸಿದರೆ 


ಔಯ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶ ಸಔ ಮತ್ತು €ಯ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶ AC 
ADಯು Aಯ ಮೂಲಕ ಮಧ್ಯರೇಖೆ ಆದರೆ 
ಆಗ ರಿಯು B೦ಯ ಮಧ್ಯಬಿಂದು 


ಆದ ಕಾರಣ AD (ರಯ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶ) =(4B+AC) 
| y $ ಇ y 
= +4k +S -2)+4k) 


=4/-j+4k 
AD —4AD|=16+1+16 =¥33 
AD=33 


ABC ್ರಿಕೋಣದಲ್ಲಿ 4. ಮತ್ತು 6ಗಳು ತ್ರಿಕೋಣದ ಶೃಂಗಗಳೆ 
ಸ್ವಾನ ಸದಿಶಗಳಾಗಿವೆ (ಚಿತ್ರ 4.9). ಆಗ 


b+ 

Dಯ ಸಾನ ಸದಿಶವು 
+ 2 
a+C 

Eಯೆ ಸಾನ ಸದಿಶವು 
೪ 2 
G+b 


»ು ಸಾನ ಶವ 
Fo ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವು > 


b+c 
2 


ಈಗ Aಯ ಸಾನ ಸದಿಪ ೩ ಮತ್ತು ರಿಯ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವು 
¥ 
G ಬಿಂದುವು Aರಿಯನ್ನು 2:1 ಪ್ರಮಾಣದಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. 


ಸದಿಶಗಳು 101 


ಆದರಿಂದ 6ಯ ಸಾನ ಸದಿಶಪು 
ಈ A 


2b +) - | 
| -a+b+c 
Ce 
ಈಗ, 6ಯ ಸಾನ ಸದಿಶದ "`:ಸಷಾಂಗತೆಯಿಂದ ನಮಗೆ: ತಿಳಿದು 
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ಬರುವುದೇನೆಂದರೆ, 6ಯು BE ಮಧ್ಯಶೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಹಾಗೂ €೯ ಮಧ್ಯ 

[) m p, < 

ರೇಖೆಯಲೂ "`ಇರುತದೆ: ಆಧುದರಿಂದ: A), BE ಮತು, C೯್ವ 
a | (Ne; ಹಿ. hd \ s 1 


ಮಧ್ಮರೇಖೆಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸವಾಗಿರುವುವು. ಈ ಬಿಂದುವನ್ನು “ಗುರುತ್ತ 
ಅ ಪ 
a+hb+c 


ಕೇಂದ್ರ” ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದರ" ಸ್ಲಾನ ಸದಿಶವು X 
($9) 


ಚಿತ್ರ'4:10°" 


(1) ABCDಯು ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ತುರ್ಟುಜ" (ಚತ 4.10. 
ಲ 
ನಲು) ACಯೆ ಮಧ್ದಬಿಂದು ಮತು. ಔBDಿಯ ಮಧ್ಯಬಂದು ಒಂದೇ 
೦ — 4 


SS ೧ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. ಹಲ 


0೩-4, 0B=b. 0೦-6 ಮತ್ತು 0೦-4 ಎಂದರಲಿ. 
ABCDಯು ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಬುಜವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
AB= DC  ಆoದಿರೆ,: 08: 0A-0C-0D 


102 ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ: 


() 


ಅಥವಾ Bad =e 


ಅಂದರೆ BD ಯ ಮಧ್ಯಬಿಂದು 3A€ಯ ಮಧ್ಯಬಿ 


(i) ವಿಲೋಮ ಫಲಿತಾಂಶ 


ACಯ ಮಧ ಬಿಂದು =BDಯ ಮಧ್ಯಬಿಂದು ಆಗಿರಲಿ 
ABCD ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭು 


ವಿ 
ತೋರಿಸಬೇಕು. 


ಈಗ, AC ಮತ್ತು Bರಿಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವು ಒಂದೇ ಆಗಿರುವ 


w UU) Ww YIN ND 
d+ byd 


— pe 


ಆಥವಾ a+c=b+d 


ಅಥವಾ ಒA೩ಔ=DC *.. ABDC. AB=DC 


ಹಾಗೆಯೇ, AD=BC 


“ಆದರಿಂದ, ABCDಯು ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭ್ಯ£ 
ws 


5. ABCDEF ಸಮಭುಜ ಷಟ್ಕೋನದಲ್ಲಿ 


(1) ABH ACH ADH AES AF = 3AD 
(11) D+ EB+ FC = 4AB ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


(0) ಸಮಭುಜ ಷಟ್ಕೋನ ABCDEFRY 
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(11) 
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ಚಿತ್ರ 4.11 
AB ಮತ್ತು ED ಭುಜಗಳು 
ಸಮ ಮತ್ತು ಸಮಾನಾಂತರ 
AB = ED 
ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ BC = FE ಮತ್ತು CD=AF 
ಹಾಗೂ AD ಮ 2BC 


a 


=ED+AC+AD+AE+CD 

=(AE + ED)+(AC +CD)+ AD 
=AD+AD+AD [- ತ್ರಿಕೋಣ ನಿಯಮದಿಂದ] 
=34AD | | 


———— 


FC=2AB; AD+EB=240+20B = 240 + OB) 
=2AB (ತ್ರಿಕೋಣ ನಿಯಮದಿಂದ) 
AD+EB+ FC =2AB+2AB =4AB 
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6. 


a ಮತ್ತು ರಗಳು ABCDEF ಸಮಭುಜ ಷಟ್ಕೋನದ ಅಕ್ಕಪಕ್ಕದ 
ಭುಜಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ೦. D£. ಸ, ಸ6. ೩ರ. ೩೭ ಮತ್ತು ೮೬ಗಳನ್ನು 
a ಮತ್ತು b ಗಳ ಮೂಲಕ ಬರೆಯಿರಿ (ಚಿತ್ರ 4.12). 

£ D 


AB=G ಮತ್ತು B0೦ = ಎಂದಿರಲಿ. 


NE ABBOTTS UE 


ಈಗ, A೦8೦ ಮತ್ತು AD=2BC 
AD=2b (2) 

ಈಗ, AD=AC+CD 

ಅಂದರೆ, 25-೩4ರ +0D (1) ಮತ್ತು (2)ರಂದ) 


ಅಥವಾ b-d=CD (3) 


FA DC ಮತ್ತು FA=DC 
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FA=DC ಅಥವಾ FA=-CD 
FA=ti-b {(3)0o]Y 
DE|BA ಮತ್ತು DE=BA 


DE =—AB ಆಥವಾ DE=-4 (4) 


=h-4-a [(3) ಮತ್ತು (4)೦ಂದ] 
=h-24 
ಹಾಗೆಯೇ, £೯|Cಔ ಮತ್ತು EF=CB 


OOOO 


EF =-BC=-b 
AE = AD+ DE 
=2h-4 (2) ಮತ್ತು (4ರಿಂದ) 


TLR BEC DR ನಾಲ್ಕು ಬಿಂದುಗಳ ಸಾನ ಸದಿಶಗಳು ಕಮವಾ 
ಭಿ , 
ಅಜಿ k 3 ನ ನ್ನ ———™ ———— OO —w N 
a.b.20a-3bh ಮತು 4-2 ಗಳಾಗಿವೆ. AC,DBBC ಮತು 
CA ಸದಿಶಗಳನ್ನು'೩a ಮತ್ತು b ಗಳ ಮೂಲಕ ಬರೆಯಿರಿ: 


ಈಗ 0೦ ಎಂಬುದು ಮೂಲಬಿಂದುವಾದರೆ, ಸಾಪ, ಸದಿಶಗಳು 
hd 


OA=4, 0B=b, OC =24+3b ಮತ್ತು 0೦-೩-2೫ 
ACEOC- OAS EES SN 
DB=0B-OD=b —a+2 =3b <@ 
BC=0C-O0B=2a+3b -b = 2G +b) 


_—— 


ಮತ್ತು C4A=0A-0C =4-24-3b =-—(G +3b) 
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4,4 ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಧ 


a= (a, _ 0, 4) ಮತು. p (D,. by. b,) ಎರಡು ಸುದಿಶಗಳ 


ಅದಿಶ ಗುನಾಲಬ ವನು 
wy ek 


a-b=ab, + ab, + a,b, ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ದಾ ನಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ನ —_ 
ಇದು ಸದಿಶವೇ - 


foe) 


ಉದಾಹರಣೆ: (-(1.2.-3) ಮತ್ತು b=(2.-14) ಆದರೆ 
A-b=1242-1)+(-34)=2-2-12 
d-b=-12 

ಜ್ಯಾಮಿತಿಯಲ್ಲಿ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ದದ ಅರ್ಥ 
ಣ 


a ಮತು ಗಿಗಳು ಎರಡು ಶೂನ್ನವಲ್ಲದ ಸದಿಶಗಳಾಗಿರಲಿ. ಇವುಗಳ 
5 


GN 


ನಡುವಿನ ಕೋನವು. 8 ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ತ 4.13). 3 
dh 
by 


ಷಿ ತ SE , ಕಾ ಲಿ, 
c= RF ನ G ಸ್‌ು [] 
KS '# bp WTS ANY ಲ್ಯ ಮAASD ಮ 
ಬ © 9) ಿ 


a:b =ajlb\cos8 


pews fe ಲನ ನಗಲೆ ಮವಿಸುತೆ 
ಉಲಲ್ರ)' ಈ ಕೆಭಗಿವು ವಿಷಯಗಳನೂ ಗಮವಿಸು ಶನ, 
| ೬ 


| * 3 
(11) ಕೋನವು ಲಘು ಅಥವಾ ಅಧಿಕವಾದಾಗ 4'b ಯು ಕಮವಾಗಿ 
~~ 


(ii) Gb =b-Gd. ಅಂದರೆ. ಅದಿಶಗ 

(೪) a ಮತ್ತು b ಯು ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ d:b=0 
ಏಕೆಂದರೆ, cos90 =0 

(W) G5 ಆದಾಗ 4b ವ4|b| 


ಏಕೆಂದರೆ, cos0’ =1 
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vi) Gd =ajala)” 
(vii) ಏಕಸದಿಶಗಳಾದ /, ], ಹ ಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಬಗಳು ಹೀಗಿರುತ್ತವೆ: 
iiadif=l j-j=1 ಮತ್ತು kk 


f.3=3-i=0 
i-k=k-i=0 
jik=k-j=0 


ಇಷ 


(vii Gd=ai+aj+ak ಮತ್ತು bhi+hj +k ಆಗಿರಲಿ. 
(-b =(ai+a)+ayk)- (bi +b, j + bk) 

=ai-(bhi+bj+bk)+aj- (bi +b + bk) 

+ask (Di +b + bk) 


=ab(i-i)+ab(i: })+ ayby(i -k) 
+ aby (j p i) “+ ayb( j p )) p ab,( jk) 
ಣ- abi (k » i) + aby (k 5 7) + ab, (k - k) 
= ab, (1) ke ab (0) f- ab, (0) + ab, (0) 3 ab, (1) 
+ ab, (0) ks a4b, (0) Bc ab (0) + ab, (1) 


d-b=apb +a, +a, = Sab, i=12.3 


4.5 ಸದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಧ 


a=(aj.a). a3) ಮತ್ತು b =(h,. b). by) ಎರಡು ಸದಿಶಗಳ 
ಗುಣಲಬ್ಬವು 
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ಈ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕದ ರೂಪದಲ್ಲಿ 


ಬರೆಯಬಹುದು:- 
| SRR 
ax b =/|a, a a =} i(ayb; - a3) 
b, ರಿ by 


ಸದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಧವು ಪರಿವರ್ತನೀಯವಲ್ಲ. ಅಂದರೆ, 


axb#೬bxa ಏಕೆಂದರೆ 


NE {*! FtAp 
bxd=|bh b, b|=-la a, a 


(1 (1 [4 b, b b, 
“ bxd= —(axb) 


ಉದಾಹರಣೆ: G=4i+3)+2k ಮತ್ತು b=i-j+3k 
ixb=4 3 


1 =} 


=1(04+2)- j(12-2)+k(-4+3) 
=11i-10j-7k 


m 


I 


UK Oy 


Ss 
bxd=ll: -1 3 
372 


=1(-2-9)- J2-12)+k3 +4) 
= 11 +107+7k 
= 11-10 )= 2k) 


BK = (dx dx = —(b xd) 


ಸದಿಶಗಳು 


ಹೀಗೆ 
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`'ಜ್ಯಾಮಿತಿಯಲ್ಲಿ ಸದಿಶ ಗುಣಲಬ್ದ್ಬದ ಅರ್ಥ 


ವ 1 
axb / 
y 
/ 
ಷು y A 
n 1 
F 
/ 
0 ಫೆ A 
ಚಿತ್ರ 4.14 ಚಿತ್ರ 4.15 


a ಮತ್ತು ಗಿಗಳು ಎರಡು ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಸದಿಶಗಳು ಹಾಗೂ ೮ 
a ಮತ್ತು ಹಿ ಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ ಆಗಿರಲಿ. ಗ ಎಂಬುದು ಒಂದು ವಏಕ 


ಸದಿಶ. ಇದು ೩a ಮತ್ತು bಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ ೩b. A ಬಲ 


ವ್ಯವಸ್‌ ಆಗಿದೆ. ಆಗ 4% ಯನ್ನು ನಾವು ಹೀಗೆ ವ್ಯಾಖ್ರಾಯಿಸು ವೆ 
೬ ಥಿ 3 ್‌್‌ 


(ಚಿತ್ರಗಳು 4.14. 4.15): 
dxb =|a |b |sin@R 
|dxb|= absin6 (ಏಕೆಂದರೆ inj=1) 
=(0A-OB sin®@ | 


= 0ACB `ಸಮೌಾನಾಂತರ-ಚೆತುರ್ಟುಜದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ. 


ನಾವು ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅಂಶಗಳನ್ನು ಪರಿಪಾಲಿಸುತ್ತೇವೆ: 
(1) 4xb ಯು ಒಂದು ಸದಿಶವಾಗಿದೆ. 
(i) bxd=|b|d|sin6(—A) 
=-—|d]b |sin@i 
ಅಂದರೆ, bxಡ=-—(axb) 
(iii) ಸದಿಶ ಗುಣಲಬ್ದವು ಅಪರಿವರ್ತನೀಯವಾಗಿದೆ. 4 ಮತ್ತು ಹಗಳು 
ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ ದ ಅಕ್ಕಪಕ್ಕದ ಭುಜಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಇದರ 


ವಿಸ್ತೀರ್ಣ laxb|=|bxa]. 
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(iv) db ಆದರೆ 6-0 
sn89=0 ”. dxb=0 
(v) axd=0 
(vi) ಷ1b ಆದಾಗ 0=90°. sin0 =1 
dxb = abi 
ಇಲ್ಲಿ |a-, |b|=b ಎಂದು ಸೂಚಿಸಲಾಗಿದೆ. 
(೪11) ವಿಕ ಸದಿಶಗಳಾದ 'g J. kಗ ಛ ಸುದಿಶ ಗು ಲಬ್ರಗಳು 'ಬಾಗಿತಿ: 
ixi=0 jxj=0 kx 
ixj=i|| j|sin90” 
=l-1-1k 
ixj=k. jxj=-k 
ಹೀಗೆಯೆ, xk k=) 
ಇ ಮ ಬತ್ತು 
(ಚಿತ್ರ 4.16 ನೋಡಿ) 
(V1) G=ai+a)+ ask ಮತ್ತು ke ay ಆಗಿರಲಿ. 


sn, axb=(at +a] + ak)x (hi +b, j + hk) 


- dl x (bi b,j Ay bk) 53 4] x(byi ವ b,j Ks N ) 


43 ask X (bi ಸ b,j 3 bak) 


= ayby(i xi) + ab (ix J+ ayb(i xk) 
+ ah (JX) + ab (3% J+ ash ( XK) 
+a (Kxi)+ ashy (k x 5) + asb(k xk) 
೫ ab, (0) + ab (Kk) ab,(—}) 
+ a3h\( —k)+0+ ab;(t) +h} + aby) (-1) +0 


= i(ayhy - a3b3)— jab - ab) + k(ajb, — why) 
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t-2} 


ಅಂದರೆ axb*=|4 4, ಡ 


bh b, 0b 
(1x) cos a:b ಮೆತು in’ |axb | A dxb 
Fs 0) KR FT ಸ್‌ — — s 
Mes [allb| [axb| 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. d=i-2)43 ಮತ್ತು b-2+/+*k ಅದಾಗ ಈ 
ಕೆಳಗಿನವುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 
(1) sin@ (1) cos8 
A 
PA Kk 
(i) axb=|l1 -2 3 
2 | J¥ 
| B 
laxb|= A25+25+25 = 5/3: 
d= Ai+4+9= 14: bl=A3+i+1=e: 
[9- 


=-5/+5j+5k 


(11) 0 
lallb | 
db=(i-2j+30)- 2+ 3+) 
= (12) + (241) + (340) 
WASSER 


*iCo0s0 = 
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ke 


224k b=2i4 Fits ಮತು; ಗಳು 
ಲಂಬವಾಗಿವೆ-ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


a ಮತ್ತು b ಗಳು ಲಂಬಚಿಕಸಿವೆ: 


3° G=2i+mj+6k ಮತ್ತು b=--3/+6)4M ಸದಿಶಗಳ ಲಂಬ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ ೫ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
a ಮತ್ತು b ಗಳು ಲಂಬವಾಗಿದರೆ a4-b =0 


ಅಂದರೆ, 4:b=-6+6m+6m=0 


ಅಥವಾ l2m-6=0 
ಅಥವಾ I2m=6 

| 
ಅಥವಾ ype 


4 GEG 43+ 2k ಮತ್ತು RE TS ಆದರೆ ಈ ಕೆಳಗಿನವು 
ಗಳನ್ನು ಕರಲಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಈ ೩೫ರ (1) ಹುತ್ತು 5 ಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಸದಿಶ 
(iii) sin6 
lh 
(1) &naxb=4 3 2 
| -1 3 


=1(9+2)- NI2-2)+K(-4-3} 
=11/ -10-7% 
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laxb =A" +(- 10)” +(-7)° 
=A/I21+100+49 =¥270 
ldj=VI6+9+4=¥29 
. 
.  dxb 


n= 
Ear 7 


ee (1 US 7k) 


(ii) sino=12P1_ 270 
b| “291 


5. (1) ಯಾವಾಗ |4+b|-ಡ-b| ಆಗಿರುತ್ತದೆ? 
(ii) 4 ಮತ್ತು 5 ಗಳು ಏಕ ಸದಿಶಗಳಾಗಿದ್ದು ಅವುಗಳ ನಡುವಿನ 
ಕೋನವು 6 ಆದರೆ, [4+ | ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(iii) 4. . 6 ಗಳು ಏಕ ಸದಿಶಗಳಾದರೆ, ಆಗ 


ta” +b” | +b +c) +]6 +4 |£9 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


(1) ಸೂತ್ರವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ, 
[a+b -|a-bfP=4d bh) OO. 
ಸಯು ಶಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ 
ib =0 
ಆಗ. (1) ರಿಂದ |4+b|-|4 -b| 


(i) a+b =a] +] +24 -b) 
=1+1+2|@||b |cos8 


=2+2.1.1lcos6 
=2(1 + cos) 
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ಇ 


RE ELBE DE 


A 
2 

(iii) 2a-b+b-c+C-@) 
=|a+b +c} —(|a|” *lb[ +c") 
Ja+b+c) -3 

la-bf +|b-cf +] -af 

=a” +|b| +e? -2(a:b +b -C+C-a) 
SE ETE 


=9-2|d+b+c| <9 


A,B.C. D ಬಿಂದುಗಳ ಸಾನ 'ಸದಿಶಗಳು [++ 2 +33. 


3457-2 ಮತ್ತು ಹಿ-] ಆದರೆ ABCD ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ಈಗ, 0 ಮೂಲಬಿಂದುವಾಗಿದ್ದರೆ 

OA=i+ j+k. OB=2 +3) 

0C=3/+5j-2k ಮತ್ತು OD-£- 
ಈಗ, AB-0B-OA =i +23-% 

CD=0D-0C=-3 649k = -H42)-h 
ie. CD =-3AB ಆಂದರೆ CD ಮತ್ತು AB ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿವೆ. 
(4 ABCD 
7 14243 ಮತ್ತು 3-2/+k ನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ 

ಎರಡು rp ದ ಭಯಜಗಳಾಗಿದರೆ ''ಅದರ ವಿಸ್ಲೀರ್ಣವ 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 


ಸದಿಶಗಳು 115 


k 
3 =8i+8j-8k 
Ce | 


"ವಿಸ್ತೀರ್ಣ -|axb|=8’ +8%4 8 
=4/8>0+1+1) =8Y3 ಚದರ ಮೂಲಮಾನಗಳು. 


[3 


85° 4-344) ಮತ್ತು b--51+7/]) ಇವೆರಡು ಸದಿಶಗಳು ಒಂದು 
ತ್ರಿಕೋನದ ಅಕ್ಕಪಕ್ಕದ 'ಭುಜಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ತ್ರಿಕೋನದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 

ಎಮಿ po ಇ“ pS 
ತ್ರಿಕೋನದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ -- ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 
ಾಾ್‌ 4 — 


~ 
[8 
X 


wl) ww] 


FTE 
Gxb=|)3 404k 
TAN 


ಅಥವಾ |laxb |= 41 
a _— pes ) 4 pe 
ಆದರಿಂದ, ತ್ರಿಕೋನದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ = ಚ.ಮೂ.ಮಾ 
93೫+ ]-2k ಮತ್ತು [-3/+4k ಇವು: ಎರಡು: ಸಮಾನಾಂತರ: 


ಚತರ್ಭಜದ ಕರ್ಣಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಸಮಾನಾಂತರ" ಚತುರ್ಭುಜದ 
ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ABCD ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದಲ್ಲಿ (ಚಿತ್ರ: 4.17) 


AC=3i+j-2k ಮತ್ತು BD=i-3j+4k ಆಗಿರಲಿ. 
ABCD ಯ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 
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PE 


=4XA°COD Mು ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 


ES D 'ಜ 
=4x50Cx0D Ef 


Dc ಚಿತ. 4.17 
=—ACxBD 
A : 
&n, ACxBD=3 | -2=-2i-14j-10k 
3 


| 
ABCD ವಎಸ್ಮೀರ್ಣ ಫಣಿ 4+196+100 
I 
=5Y300 5/3 ಚದರ ಮೂಲಮಾನಗಳು. 


10. 4=/+ /+2k ಮತ್ತು b52-/+*k-ಈ ಎರಡು ಸದಿಶಗಳಿಗೂ 


ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಖಕ ಸದಿಶವನ್ನು ಕರಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


k JU 
dxb=|l 1 2=3+37-3k 
) -*1%1 


laxbhe 34+ 3453) = 33 


Pe axb Sk UE k 


j= 
axb| 33 J3 


11. & ಮತ್ತು b ಎರಡು ಏಕ ಸದಿಶಗಳಾಗಿದ್ದು' 0 ಅವುಗಳ ನಡುವಿನ 


el: isin ae 
'ಕೋನವಾಗಿದ್ದರೆ sin5=5i-6) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
0೩-೩ ಮತ್ತು ೧8-b ಆಗಿರಲಿ 
BA=G-b 
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|8A|=|BA|=|4-b| 
(BA)? =(G-b)-(G —b) 
=a? Hp 20 


=1+1-2|4||b|cos8 


2 9) 
ಅಂದರೆ, BA" = 2(1 -cos6) = 2-25n'(3] 
\ 
8425 5) 
2) 
ಅಥವಾ 3BA=sin| 3] 


ಅಂದರೆ, 


12. |a+b||G~—b]| ಆದರೆ 4 ಮತ್ತು bಗಳು ಲಂಬವಾಗಿವೆ ಎಂದು 


ತೋರಿಸಿ. 

ಈಗ |a+b |? ab” 

ಅಥವಾ (a+b) (+b) =(d -b)-(G -b) 
ಅಂದರೆ, 4" +b” +24 -b=a”+b” -24-b 
ಅಥವಾ 44:b=0 

ಅಥವಾ 4:b=0 


a ಮತ್ತು b ಗಳು ಅಂಬವಾಗಿವೆ. 


4,66 ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಬ 
(ಸ್ಫೇಲಾರ್‌ ಟ್ರಿಪಲ್‌ ಪ್ರಾಡಕ್ಟ್‌) 


— 


a,b, £ ಗಳು ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಮೂರು ಸದಿಶಗಳಾಗಿದ್ದರೆ 4-(b 6) 
ಆ ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಬಾಧೆ 
ಅನಿ 
[= — 


ಇದನ್ನು [a b c] ಎಂದೂ ಬರೆಂ ತ್ತೇವೆ" ಮತ್ತು “ಬಾಕ್ಸ್‌ ಪ್ರಾಡಕ್ಟ್‌” 
ಎಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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ಈಗ, a = al + a] “f a3k 


— 


b=hi+b,)+ bk 


ಆದಾಗ ಡ-(b 6) ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಯೋಣ. 
RY  : 
bxi=|h b b, 


€}) €>) € 


a-(bxc) 
= (ai 3 4] *p ak) ಸ [i(b,c, hc) ್‌ (bc; ಇ bc) 
3 k(hc, — bc, )] 
=, (bc; ಸ bc ) J 4) (hc, hc, Es a4(byc> “ bc) 
4 0 [4 
G-(bxc)=bh, b,. b, 
C C೨ C% 
ನಾವು ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅಂಶಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸುತ್ತೇವೆ: 
(1) a: (bx €) ಯು ಸದಿಶವಲ; ಇದೊಂದು ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ. 
w 
(i) ಚಕ್ರೀಯವಾಗಿ ಡ.b, £ ಗಳನ್ನು ಬದಲಾಯಿಸಿದಾಗ ಈ ಸದಿಶಗಳ 
ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ರವು ಒಂದೇ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 
G-(bxC)=b-(CxA)=C-(dxb) 
ಅಥವಾ (abc]=[bca]=(CGb] 


ಮೇಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಹೀಗೆ ಸಾಧಿಸಬಹುದು: 


ಸದಿಶಗಳು 119 


[44 [45) 44 
d-bxc=|b bb, 
C1 CET 
ಮೊದಲಿನ ಎರಡು ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡಿದಾಗ 
bh b b 
=—|0, 4) 
(| iC € 
ಎರಡನೇ ಮತ್ತು ಮೂರನೇ ಸಾಲುಗಳನ್ನು 
h b, b, 


=+ C] C C3 


ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡಿದಾಗ 


0 a) 
G-(bxC)=b-(Cxd) 

ಹೀಗೆಯೇ b-(CxXG)=C-(Gxb) ಎಂದು ತೋರಿಸಬಹುದು. 
A-A(bXE)E=b-(CXA)=C-(axb) 

ಅಥವಾ [4bc]=[bca]=[C ab] 

(ii) 3 ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬದಲ್ಲಿ ಎರಡು ಸದಿಶಗಳು ಒಂದೇ 

ಆಗಿದ್ದರೆ ಅದರ ಬೆಲೆ ಸೊನ್ನೆಯಾಗುವುದು 

ಉದಾಹರಣೆ: [abb]=4 |b xb] 


[4 (1 Q 


(ಎರಡು. ಸಾಲುಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿರುವುವು). 


(1೪) ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ಅರ್ಥ 


4, b ಮತ್ತು ೭ಗಳು ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ (ಆರು) ಮುಖಗಳ 
ಘನಾಕೃತಿಯ (ಪ್ಯಾರಲಲೋಪೈಪೆಡ್‌), ಒಂದು ಮೂಲೆಯಲ್ಲಿ ಕೂಡುವ 
ಅಂಚುಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, 4-(bx6)ಯು ಇದರ ಘನಫಲವನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 
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4 


b 


ಚಿತ್ರ 4.18 


ಚಿತ್ರ 4.18ರಲ್ಲಿ OPಲRSTUV ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ 
(ಆರು) ಮುಖಗಳ ಘನಾಕೃತಿಯಾಗಿದ್ದು ಅದರ ಒಂದು ಮೂಲೆಯಲ್ಲಿ 
ಅಂತ್ಯಗೊಳ್ಳುವ ಅಂಚುಗಳು 4.b. 6 ಯಾಗಿವೆ. ಅಂದರೆ 
OP=b. OR=c ಮತ್ತು OV =a. 
x೭ ಯು PR ಸಮತಲಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ. 
b-ಮತ್ತು ನಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ 0 ಎಂದಿರಲಿ. 
ಅಂದರೆ, POR =01 
ಡ ಮತ್ತು b*x6ಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ 6 ಎಂದಿರಲಿ. 
VM ರೇಖೆಯನ್ನು ಸಮತಲ 0Pಲಔಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. 
d-(bxc)=lalbxc |cos0 
= (OV cos8)|b ||¢ |sinor 
= (VM )W(OPMUOR)sin | 
= (ಘನಾಕೃತಿಯ ಎತ್ತರ)( 0PORನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ) 


VM 
ಏಕೆಂದರೆ, coಂs0=— 
OV 
VM =OVcos0 = ಎತ್ತರ. 
G-(bxE)= OPQRSTUV ಯ ಘನಫಲ. 
ಇಲ್ಲಿ, OPORSTUV ಯು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ ಮುಖಗಳ 
ಘನಾಕೃತಿಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 
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(೪) .4.h.6 ಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿದ್ದರೆ ಆಗ ಘನಫಲ ಸೊ: 
ಯಾಗುವುದು 
a-(bxC)=0 
ಆದ್ದರಿಂದ 3 ಸದಿಶಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿದ್ದರೆ ಅವುಗಳ ಆಅದಿಶ 
ಡಿ 
~ 


ಗುಣಲಬ್ರವು ಏನ್ನೆಂ ಖಾಗುವುದು. 


ಸೂಚನೆ: Aಔ.BC. CD ಅಥವಾ AB. AC. AD ಈ ಮೂರು 
ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಬವು ಸೊನ್ನೆಯಾದರೆ, 


ಅಂದರೆ [AB. BC. CD)=0 ನ್ಯಾ ಗ (KC: ಜಂ 


~ 
pS 


4.7 ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಸದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಧ (ವೆಕ್ಟರ್‌ ಟ್ರಿಪಲ್‌ ಪ್ರಾಡಕ್ಟ್‌) 
4.b.6 ಗಳು 3 ಸದಿಶಗಳಾಗಿದರೆ ೩%x(ರಿx6) ಆ ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ 
"ಸದಿಶ ಗುಣಲಬ” ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದು ಸದಿಶವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಬ ೦ 


ಪ್ರಮೇಯ: 4%x(bxC)=(ಟ-C)h -(4-b)C 


ಸಾಧನೆ: a=+ಡ/] +k 
b=hi+b)+ hk 

ಮತ್ತು =i +0]+ 0k ಆಗಿರಲಿ. 
a. 

ಈಗ, hb Kp — ) b, hb, 


Cy Ra Ca 


= i(byc, ಜ್ಯ b,c) Fc Jc; ಸ್‌ hc, ) ಸೇ kbc, ಕ್‌ bc, ) 


pS A PN 
. * 


I J k 
aX(bxC)= a, a a 
bc —byc) by hc bcy-byc, 
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3 Yah, — abc, - ab;c\ + abc] i 


[4,0,೯ ಸ್ನು ಕೂಡಿಸಿ ಮತ್ತು ಕಳೆದಾಗ] 
ಹ ¥laybc, + abc) + abc - (abc + abc, + abc, Jz 
lac, + aC) + a3C4)b, - (ab, + ab) + a,b,c, Jr 
(4-5 -(d-byei| 
=(a-€)b —(d-b)C 


PR ಹಾ ನಾನೆ pS ಸ ಲ್ಸುವ pS 
pe ಕೆಭಗಿವ o ಮೂಖವ vl ಅಂಶಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸೋಣ 


ಕ್‌ 


(1) x(b x 6) ಯು ಒಂದು ಸದಿಶವಾಗಿದೆ. 


(1) aX(DXC)E(axb)yxc 
ಅಂದರೆ, ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಸದಿಶ ಗುಣಲಬವು ಸಹೆವರ್ತನೀಯವಮಲ್ಲ: 


[$9 


ಏಕೆಂದರೆ, ((xb)xC = -€x(4 xb) 
= —|(C:b)d —(C -d)b] 
=(C-a)b —(C-b)a 
=(4-¢)b —(b -C)d 
# ax(bxc) 


ax(bx EC) ಢ (Gxb)xEC 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


Pas 


1. a3; - j+2k, b=2i+j-k ಮತ್ತು C=i-2)+2k ಆದ 


ಡx(bಿ*x6) ಮತ್ತು (ಸxb)*x6 ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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ಈಗ, ax(bxc)=(4-€)b -(4-b)6 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. ಇಲ್ಲಿ 
d-C=3+2+4=9 
d-b=6-1-2=3 
(G-€)b =9(2i + jk) =18i +97 -9k 
(G-b)E = 3(i -2j+2k)=3i -6j +6 
“ (4-Cb-(G-b)E =15i +153 -15k =15(i + j+k) 
ಹಾಗೆಯೇ, (GXb)XC = -CX(Gxb)=(G-€)b -(b -C)G 
G-C=9; b6=2-2-2=-2 
(G-€)b =92i + j-k)=(18 +95 -9k) 
(b-C)a=-200- j+2k)=-60 +2j-4k 
(G-€)b —(b-€)G = 24 +7} -S5k 


ಗ. xb bxeé lia b €] ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
LHS = (axb)-[(DxC)X(C x4) 


ಗಿ ಎಂದಿರಲಿ. 


. LHS =(Gxb) {5x(Cxd)} 
(4x6) (5d 
= (Gxb){(d- PE (Cpa) 
(axl bx) 6x] 
=(axb)- Mu b ck -|e 6 c]a} 
=(dxb)-|i 6 e|é (0) a] 
=1(axb)-c }|a 6 2] 
libel e) =i] 
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3. aX(bXC)=(GXb)XE ಆದರೆ 5 =6 ಅಥವಾ 6ಡಿ. 
ಈಗ, x(x) =(Gxb)xE ಎಂದು ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 
ಅಂದರೆ, (4-£)b- (Gb) =(d-€)b —(b -€)d 
ಅಥವಾ (4-b)€ =(b -€) 
ಅಥವಾ (b-4)-(b-€)4 =0 
ಅಂದರೆ, bx(6x4)=0 
b=0 ಅಥವಾ cx4=0 
ಅಂದರೆ," -0 ಅಥವಾ" €||4 
ಡಿ: ಸಮಾನಾಂತರ": ಚತುರ್ಭುಜದ" ಮುಖಗಳ ಘನಾಕ್ನತಿಯ: ಒಂದು 


ಮೂಲೆಯಲ್ಲಿ ಅಂತ್ಮಗೊಳ್ಳುವ ಅಂಚುಗಳು. 2+ /+5k. 32 +k. 


% 
PR y 
po) 


4j|4+2 } + 10k ಆಗಿದರೆ` ಅದರ ಘನಪಲವನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
J] ವ್‌ ನ್ಯ & 


=2(20-2)-130-4)+ KO—-8)=0 


Rt poe ಕೆಳಗಿಪ ಸದಿಶಗಳು ಒಂದೇ ಸ ಸಮತಲದ ದಲ್ಲಿ 

[+ j+k. HH E4jI+2k. Hl 

ಮೂರು ಸದಿಶಗಳಾದ ಡ.b.6 ಗಳು ಸಮ ಲದಲ್ಲಿರಬೇಕಾದರೆ 
G-(bx6)=0 ಆಗಿರಬೇಕು. 


ಈಗ, ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಬವು 
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ly =1(20-2)-115-6)+ 13-12) 
4 2 =18-90-9 

Le =() 

ಆದ್ದರಿಂದ, ಈ ಸದಿಶಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ. 


UW UW 


PN 


6. 2 -37+4k, 2 +7-k ಮತ್ತು ಹ 12k 
ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಇದ್ದರೆ ಗಿದ ಬೆಲೆಯನ ನ್ದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಇವುಗಳು ಒಂದೇ 


ಮೂರು ಸದಿಶಗಳಾದ 4,b.€ ಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿದ 


G-(bxC)=0 
ಈಗ, ಕೊಟ್ಟಿ ರುವ ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬವ 


Weel 0 
ಅಂದರೆ; 22-D)+344X)+4(-2-K)=0 


ಅಥವಾ 2+124+3A-8-4A=0 
ಅಥವಾ ;A&26 

7. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
AZ +37 -k) Bi -2}+3k) | 
CGi+4]-2k)  Di-6j+6k) 
ಈ ನಾಲ್ಕು ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ; ಸದಿಶಗಳಾದ 


ಕ ಮತ್ತು ರಗಳು ಒಂದೇ ಸಮ Sle 
ಅಂದರೆ, [AB A 40|-0 

ಈಗ, AB=-1-57+4f 

AC=i+}-k 

AD = —{—9747k 
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RCE a “Ll <5 

[AB Ac aD|- 1 IU 

ed es 
=—1(7-9)+5(7-0D+4-9+1)) 


=2+30-32=0 
ಆದ್ದರಿಂದ A,B,C, D,ಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ರುತ್ತವೆ. 


8. i-j+Ak, 44240. Si+j+14k ಮತ್ತು 342747 


pe Ns pu A Pp ~ ~~ —— ೧ನ ವದ ) ನೆಲೆ ನ್‌ 
pe ರಲಲ್ಲು ಬಿಂದುಗಳು w ONE ಸಿಮಿತಿಲದಬಿ೬ದಿ 7: ಯನ್ನು 
[9 ನ್‌ 4 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಬಿಂದುಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ A.8.C.೦ ಆಗಿರಲಿ 
AB=OB-OA=(4+2j+9K)-(i-j+AK) 
= 3 +37+(0-A)k 
BC=0C-OB=(67+ +140) 24 +27 +905 
=i-j+5k 


CD-O0D-0C= +2747) + +14) 


A. B,C,.D ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿದರೆ 
ಬ 
AB. AC. AD ಗಳು ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ ಅಥವಾ 
A 


AB. BC. CD ಗಳು ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ 

ಅಂದರೆ [AB BC. cD|- 0 
3-3: 9-A 

I S|=0 

We ed 

= 37-5) 3I-7+10)+(09-AMl-2)=0 

=> 6-9-9+A=0 

= A=12 
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Il. 


lix6 546 c+d)=24 5 €] ಎಂದು ತೋರಸಿ. 
ಈಗ, ((4+b b+¢c c+d)=(d+b) 6 +2)x(c +2} 
(a+b) bxc+bxd +x +Exd} 


=4-(bXC)+D-(DXE)+G-(bXA)+D -(bxd) 


+4-(CxA)+D -(CXA) [vs €x€ =0] 
lac ex lb oclrlas alylo bo aj+laca]+b ca] 


lab 0]+|6 6 4] (ಎಕೆಂದರೆ ಉಳಿದ ಪದಗಳು = 0) 


GX(DXE)EDX(CEXG)+ CX(AXb)=0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


LHS =(G-€)b —(G-b)C +(b-G)E —(b -€)G 
+(C-h)a —(C -@)b 
=(4-€)b —(G-b)C +(d-b)E —(b -€)G 
+(b-C)d —(G-€)b 
=0=RHS 


ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಒಂದು ಅರ್ಧವೃತ್ತದಲ್ಲಿರುವ ಕೋನವು 


ಲಂಬಕೋನವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


Pಯು ಒಂದು. ಅರ್ಧವೃತ್ತದಲ್ಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 
ABಯು ವ್ಯಾಸವಾಗಿದ್ದು 0೦ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರವಾಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 4.19). 
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OA =a, OB = b ಮತ್ತು OP = ಎಂದಿರಲಿ. 
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[eas 


ಚಿತ್ರ 4.19 
ಈಗ, AP=OP-OA=r-d 
ಮತ್ತು BP=OP-OB=7 —b 
AP-BP=(7-4)-( -b) 
=F-F-F-b-G-F+G-D 
IF +F-a-4-7-aG-a (ಏಕೆಂದರೆ -b=ಡ) 
|r| Ja” | 
AP-BP=0 (ಖಕೆಂದರೆ r =೩, ತ್ರಿಜ್ಯ) 


J ? 0 
ಅಂದರೆ, AP ಮತ್ತು BPಗಳು ಲಂಬವಾಗಿವೆ ಅಥವಾ .೭2APB -90. 


12. ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ "ಸೈನ್‌ ನಿಯಮವನ್ನು ಅಂದರೆ 

pe) aK [4 pb SUT 
ಯಾವುದೇ ತ್ರಿಭುಜ AಔB€ಯಲ್ಲಿ = = ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
~್‌ K 


sinA sinB sinC 
ABC ತ್ರಿಕೋನದಲ್ಲಿ 80 ಎಡ. €Aಿ=-b ಮತ್ತು AB=6 ಎಂದಿರಲಿ 


(ಚಿತ್ರ 4.20). ಆಗ,-4*b +6 -0 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
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”. ax(a+b+C)=axO0 
ಅಂದರೆ axa+axb +axc =0 


ಅಥವಾ axb +axc 30 


(ಏಕೆಂದರೆ (4x4 =-0) 


ಥವಾ axb =-axc 
ಅಥವಾ axh =cxa ly 


ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ, bx(d +b +€)=bx0 


ಅಥವಾ bxa+bxc=0 


2) 


ಅಥವಾ bxC =x 
(1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ 
ldxb|=|bxc |= cxd| 


absin(n—C)=besin(n - A) = casin(n - B) 


ಆಥವಾ absinC =bcesinA = casin B 


pe 


ಮೇಲಿನ ಸಃ ೀಕರಣಗಳನ್ನು abc ಯಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 
s nC snA sinB 
& a b 
a b Cc 
Be 
s nA snB sinC 
13. ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಯಾವುದೇ ಒಂದು 


ABC ಯಲ್ಲಿ a” =b”+ €”-2bccosA ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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14. ಸ 


fk 
ಸೂತಗಳನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ವ ಲ 


BC=d,CA=b ಮತ್ತು AB=8 ಎಂದಿರಲಿ. 
ಆಗ, +b +6 =0 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
ಅಂದರೆ, BELCAT AFEO 
ps BC=~(CA+ AB) 
|BC|?=|CA[” +|AB | +2CA-AB (ಚಿತ 120) 
ಅಂದರೆ, uw =b” ++ 2bccos(T — A) 


> > > 
ಅಥವಾ «a -=b" +¢° -2bcCosA 


ರೂಲ್‌) ಅಂದರೆ ಯಾವುದೇ 
a=bcosC+ccosB ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


AABC ಲ್ಲಿ B0=4, €ಸ್ಠ=b ಮತ್ತು AB=೭ ಎಂದ. 
ಆಗ, G=-(b+C) | 
d-d=-d-(b+C) 
lal’ =-d-b-a-c 


la) =-|allb|cos(2—c)-|4 ||¢ |cos(n- B) 


R 
ಅಂದರೆ, a" =abcosC + accos B 


ಸದಿಶಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ sin(a. ೬ PB) ಮತ್ತು cos(a + p) ಗಳಿಗೆ 
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sin(a —f) ಮತ್ತು cos(a - f) ಗಳ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯೋಣ. 
ಎರಡು ಏಕ ಸದಿಶಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವು (೧-8) ಆಗಿರುವಂತೆ 
ರಚಿಸುತ್ತೇವೆ (ಚಿತ್ರ 4.21). 


ಏಕಮಾನ ವೃತ್ತವನ್ನು ಅಂದರೆ 
Ky =1ನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. 
ಸಿಯು (೭೦s, sn) ಮತ್ತು 
“Bo (cosh. snp) ಆಗಿರಲಿ. 


ಆಗ 0A ಮತ್ತು 08ಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ ಚಿತ್ರ 4.21 
(0-) ಆಗಿರುತ್ತದೆ ಮತ್ತು 


OA = (cosa + (sin a); 
OB = (cosB) + (sin) 

en, OA:OB =|04||OB |cos® 

ಅಂದರೆ, (cosa): (cos) + (sin a\(sin B) =1-1-cos(a - B) 
=> cos(a —B) =cosacosB + sin asin B 


ಹಾಗೆಯೇ 04x08 |೦| OB |sin®- fi 


pes y [eS 


i J k 
> |cosa sna 0 =1-1-sin(ox —BA-Kk) 
cosh sin 0 


= (cosasin — sin acosB)k = —sin(a - B)- k 
= cosa sin —sin acosP = —sin(a - B) 


ಅಥವಾ sn(0-) = sin acosB —cos asin B 
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ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ cಂs(0 +) ಮತ್ತು sin(a + B) ಗಳ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯುತ್ತೇವೆ. Aಯು (೭ಂs0.sin0) ಮತ್ತು ಹಔಯು 


(cos(—B), sin(—8)) ಗಿರಿ ಆಗ 0೦೩ ಮತ್ತು 0Bಗಳ ನಡುವಿನ 
ಕೋನ (0+) ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸ % 
1. ಸದಿಶ ಮತ್ತು ಅದಿಶಗಳನ್ನು ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಿಸಿ ಉದಾಹರಣೆಗಳನು ಿ ಕೊಡಿ. 


F d=2+j+k, b=3i-j+k ಮತ್ತು WEE: ಆದರೆ 
24-b +36 ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


3. T= (SLB CLE), CZ [ae 
ಆದರೆ a+b - 6 ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿದಿಯಿ ಈ 
ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುವ ಖಕ ಸದಿಶವನ್ನು ಕಂ ps ಯಿರಿ. 


4. Pಯ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶವು /+2]-k ಮತ್ತು 0ನ ಸಾನ ಸದಿಶವು 


wp 
2H} + Sk ಆಗಿದ್ದರೆ p ಸದಿಶವನ್ನು ಮತ್ತು ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುಫಿನ 
a ನ ಸುದಿಶ ವನ್ನು ಬಸಿ 


5. A.B.C.Dಗಳ ಸಾನಸದಿಶಗಳು ತ 4.b.26+3) ಮತ್ತು 
ಿ ್ಯ 
G- 2b ಆಗಿವೆ. AC. DB. BC. CA ಸ ಶಗಳನ್ನು a ಮತ್ತು 


b ಗಳೆ ಮೂಲಕ ತಿಳಿಸಿರಿ. 


phe 


7. xy- ಸಮತಲದಲ್ಲಿ a=(l, PN b =(1. ನ), ಮತ್ತು 
(m+ 5)G + (2m + 2)b = (0, 0) ಆಗಿದ್ದರೆ | ಮತ್ತು ಗಗಳ ಬೆಲೆ 
ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


kd 


8. (x-2v+3 +x+1))] ಯು ಶೂನ್ನ ಸದಿಶವಾದರೆ ಮತ್ತು ೪ಗಳ 
ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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Wf 


= ೫+]-3k ಮತ್ತು “b-೫-2]-4 ಅದರೆ ಡ'bಮತ್ತು 
ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


REI -2 +k, b=i+2) ಮತ್ತು ರವನ342k ಆದರೆ, 


ಸ+2b-36 ನ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುವ ಏಕಸದಿಶವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

A, B, €, ಮತ್ತು ರನ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 7 -4/+7k, 
($9) 

i-6j+10k, -i-3)+4k ಮತ್ತು 5-/+k ಆಗಿದರೆ 


ಚತುರ್ಭುಜದ ಸABCDಿಯು ಆಯತ, ವರ್ಗ, ವಜಾಕೃತಿ ಅಥವಾ 


ಜಡ 4 


ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುದು ಎಂದು ನಿರ್ಧರಿಸಿ. 


.ಡೈb,೭ ಸದಿಶಗಳ ಉದವು ಕ್ರಮವಾಗಿ 3. 4 5 ಆದರೆ ಮತ್ತು 


aಯು (b+6)ಗೆ, b್ರಯು (6+4)ಗೆ ಮತ್ತು' €ಯು (4+ರ)ಗೆ 


ಅಂಬವಾದರೆ ಆಗ (1+b +೬6) ಸದಿಶದ ಉದವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 


.a=2i+*k ಮತ್ತು b-2/]-k ಸದಿಶಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವು 6 


ಆಗಿದ್ದರೆ ೦580 ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


16. 


17. 
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43 -2)+k ಮತ್ತು b-2+3) ಆದರೆ ೩a ಮತ್ತು ಗಳು 


ಪರಸ್ಪರ ಅಂಬವಾಗಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


d=(-214). 5 =(1 -1.0)೮ದರೆ 4: ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಡ=1+2)-3k ಮತ್ತು b-3-/42k ಆದರೆ 4+bಯು 

a-bಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

2-j+k, 1-3]7-5k, 3-4]-4k ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶಗಳಾದ 
j k 3) 

ಬಿಂದುಗಳು ಲಂಬಕೋನ ತ್ರಿಕೋನದ ಮೂರು ಶೃಂಗಗಳೆಂದು 

ತೋರಿಸಿ. 
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pd 


20. 


2% 


bl 
W 


ಡ=9- +4 ಮತ್ತು 5-9-೫೬4" ಆದರೆ 'ಡxbಯನ್ನು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


a=(1,2,—1) “ಮತ್ತು 50.೨11) ಆದರೆ '4%ರಯನ್ನು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


py ~~ 


ad=2-j+k, b=3+4)-k ಮತ್ತು ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ 
ಕೋನವು 9 ಆಗಿದ್ದರೆ sin ದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಮತ್ತು ೩a ಮತ್ತು bಗೆ 


ಕ)೦ 


< 


೦ಬವಾಗಿರುವ ಏಕಸದಿಶವನ್ನು braun dob 


G=2+3j+6k, b=3-6j+2k, £=6i+2j-3k ಆದರೆ 


೩axb =7€C ಎಂದು ತೋರಿಸ; 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮೊರು ಸದಿಶ ಗಣಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ಬ ವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 

OO FAFA CETL EE DHS 

GO 7E, JER kt 

ESET 

ELT HEE, AE Ek J-b 
ಡವ2-3)-k ಮತ್ತು ಘಿ ಆದರೆ 


(G+b)x(G -b) ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯ 


. ಓಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಕರ್ಣಗಳು 1-3/-4k 


pS pS a 
ಮತ್ತು 3i+ /- 2k ಆದಾಗ ಅದರ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 


, ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಅಕ್ಕಪಕ್ಷದ ಭುಜಗಳು 1-2/4 3k 


a 


೩ 


ಮತ್ತು 2/+ /-4 ಆಗಿದ್ದರೆ ಅದರ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


,ಶ್ರೈಂಗಗಳಾಗಿರುವ .4(11,2). 8(2.-1.1) ಮತ್ತು ,€೦(3, 21) 


ಲ 

ತ್ರಿಭುಜ Aಔಲಯ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 

ಸ=/-3-2k ಮತ್ತು ರ ಎ/+2)+k ಇವು ತ್ರಿಕೋನದ ಎರಡು 
ಬಾಹುಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ಇದರ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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30. 


a1, 


4-243, -24+3h-E ಮತ್ತು 44-7476 ಬಿಂದುಗಳು 


ಏಕರೇಖಸ್ಸವೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 

ಡೆ. b.£ ಗಳು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಮುಖಗಳ ಘನಾಕೃತಿಯ 
ಒಂದು ಮೂಲೆಯಲ್ಲಿ ಅಂತ್ಯಗೊಳ್ಳುವ ಅಂಚುಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ಅದರ 
ಘನಫಘಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


0 a=T-344k, bE, CEHJ +2 
(5. ‘a=, -1}, 5-02-45), C=0,-5.1) 


(ii) d=2i+j+k, b=3j+k, c=4k 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸದಿಶಗಳು ಸಮತಲದಲ್ಲಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


A 2IkT- J+ky 3-4 +5k 


34. 
3% 
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MN TEI, TH 43-E S-A 
(i) LD. G.4.2) ಮತ್ತು 4.15) 


2 2-j+k, +2]-3k. ಮತ್ತು 3+P)+5k ಗಳು 


ಸಮತಲದಲ್ಲಿದ್ದರೆ ನಂತು ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


. ಈ ಕೆಳಗಿನ 4 ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


TE IED, MIELE OTE + 2k 
ಸ-5 6-೭ £-4|=0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


a=t-2ji+k, b=2i+j/+k ಮತು ಛಲ=i+2/-k 
J J 
» ರಿ 


ಆಗಿದ್ದರೆ ax(bxC)=(d-C)b -(d-b)E ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


i G=2+3j+4k 


b=i+j-k 

C=1-j+k 

ಆಗಿದ್ದರೆ, ೩%( 6) ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ' ಇದು ಡ ಮತ್ತು 
ರರ ಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


[5% 
@ 
axl ax(axb) }= (4-6 x4) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಗಣಿತ ವಿಜಾನ 
4 


38. 


39: 
40). 


4]. 


42. 


43. 


44. 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸದಿಶಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿದ್ದದರೆ, mನ ಬೆಲೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


() mt j+2k, 2-344, 142k 

(iD 2 -3j+mk, 2+j-K,o-j+2k 

(ii) [-2J+mk, 4i+3j-K, INT 

(iv) 4i+llj+mk, 7 +2j+06k, ಮತ್ತು [+5/ +4 
(V3 +72, i+ Lek, SF my + Sk 


pf NN ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


pe ಎ pe 
(14. WK. V) ಒಂದು" ಏಕ ಸಿದಿಶವೆಂದು ಮತ್ತು 


(sina. cos acos B. ಗತ ಏಕ ಸದಿಶವಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
2-4 ಮತ್ತು 18i —12j+mk ಸದಿಶಗಳು 
ಸಮಾನಾಂತರವಾದರೆ ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


41+3)+2k ಮತ್ತು i-/*3kಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಏಕ 


a,b,c ಗಳು ತ್ರಿಭುಜ AಔB೦ಯ ಶೃಂಗಗಳ ಸ್ಥಾನ ಸದಿಶಗಳಾಗಿದರೆ 
($9) ಈ) 


AB+ BC+ CAM ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
G=3i+j-2k, b=-i +37 +4k ಮತ್ತು £C=4i-2j-6k 


ಆದರೆ 4 ಮತ್ತು ಗಳಿಗೆ ಸಮತಲವಾಗಿ €ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಏಕ 
ಸದಿಶವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


“ಪ್ರಚಂಡನಾದ ಸೂರ್ಯನು ತನ್ನ ಪ್ರಜ್ವ ಲಿಸುವ ಬೆಳಕಿನಿಂದ ನಕ್ಟತ್ರಗಳನ್ನು 
RR ER ಒಬ್ಬ ಮಹಾಜ್ಞಾನಿಯು ಬೀಜಗಣಿತದ ಸಮಸ್ಯೆಗಳನ್ನು 
ಮಂಡಿಸುವುದರಿಂದ - ಅದಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚಾಗಿ ಅವುಗಳ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು 


ಕೊಡುವುದರಿಂದ - ಸಭೆಗಳಲ್ಲಿ ಇತರರ ಖ್ಯಾತಿಯನ್ನು 
ಕಾಂತಿಹೀನಗೊಳಿಸುತ್ತಾನೆ” 
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"y 
ವೃತ ಗಳು 
ಮಿ 
1.1 ವ್ಯಾಖ್ಯೆ 
ದತ್ತಬಿಂದುವೊಂದರಿಂದ ನಿರ್ದಿಷ್ಠ ದೂರದಲ್ಲಿರುವ ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವು 


5.1.2 ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ 
(1) ಮೂಲ ಬಿಂದು ಕೇಂದ್ರ 

0(0, 0) ಮೂಲ ಬಿಂದುವನ್ನು ಕೇಂದ್ರವಾಗಿಯೂ, ೯ ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿಯೂ 
ಇರುವ ವೃತ್ತವನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. (೬, y) ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ 


ಲ 


ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು ಬಿಂದು "ಆಗಿರಲಿ. 


ಅಂದರೆ"0P” = 
ಅಥವಾ iy +y =r” 


ಇದು, ಮೂಲಬಿಂದು ಕೇಂದ್ರವಾದ 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ. 
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(1) C(h, k) ಕೇಂದ್ರವಾಗಿಯೂ, r ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿಯೂ ಇರುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ. 
Chk) ಕೇಂದ್ರವಾಗಿಂ ಶ್ಯೂ ೫ 
ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿಯೂ ಇರುವ ವೃತ್ತ 


ವನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ (ಚಿತ್ರ 5.2). 


Px, y) ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ 
ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 
ಬಿಂದು ಪಥದ ನಿಬಂಧನೆ: $4. 


O 
a: Y ಚಿತ 5.2 

ಅಥವಾ €P" = ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಸ 

ಅಂದರೆ («-ಗh) +(%-॥)” =. 

ಇದು ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ. 


ee (x1, Y1) ಮತ್ತು (Xx, y2)ಗಳು ವ್ಯಾಸವೊಂದರ ತುದಿಗಳಾಗಿ ಉಳ್ಳ 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ 


AB ವ್ಯಾಸದ ತುದಿಗಳು (%;. ೪1) R(x. y) 


ಮತ್ತು ಟ್ರೂ. ೪) ಆಗಿರಲಿ. P(x, y) 
ವ್ರ B(x, y») ' 
ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಚಿತ 5.3ರ 
ಆಧಾರದ ಮೇರೆಗೆ, 
APB =90° X' 
(ಅರ್ಧವೃತ್ತದಲ್ಲಿನ ಕೋನ) 


ಆದರಿಂದ, 
(AP Lu) (PB 5 ಒಟ) = -l1 


> kao pak 

CU XX 
ಅಥವಾ (x-x1)(x-x2)+(Y-YI(Yy-Y2) =0 
ಇದು ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ. 
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5.1.4 ವೃತ್ತದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮೀಕರಣ 

x+y +2ex+2h+c=0 (3) 
ಎಂಬ ಎರಡನೇ ದರ್ಜೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಿ. 
ಸಮೀಕರಣ (1) ಅನ್ನು 

XW +2eN+ +20)=-c 

ಎಂದು ಬರೆಯೋಣ. x ಮತ್ತು ೪ಗಳಲ್ಲಿ ವರ್ಗಗಳನ್ನು ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸಲು 
ಎಡ ಮತ್ತು ಬಲಬದಿಗಳಿಗೆ £' +?” ಅನ್ನು ಸೇರಿಸಬೇಕು. 
ಅಂದರೆ, 


CN 


ಅಥವಾ x+e ++ = pg 


» 


ಇದನ್ನು [x —(-gF +} - PHF = y 2” +f” -<} 


ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 
ಈ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ (-4. ಗ) ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುವನ್ನು ಮತ್ತು 


3 ES ep. le 
ಲ +8 -c ತ್ರಿಜ್ಯವನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತವೆ. 


ವೃತ್ತದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮೀಕರಣ, ೫ + +2¢x+2f +c =0 
ಇದರ ಗುಣವಿಶೇಷಣಗಳು: 


ಮೀಕರಣವು ೫ ಮತ್ತು y ನಲ್ಲಿರುವ ಎರಡನೇ ಘಾತದ 
ಕರ 


ಣ. ಇದರಲ್ಲಿ ೫ ಮತ್ತು ೪ಗಳ ಸಹಗುಣಕಗಳು 


2. ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ £0 ಆದಾಗ, x +೪ +28 +0 =0ಈ 
ಸಮೀಕರಣವು )-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ (0,-f) ಬಿಂದುವನ್ನು 
ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುವಾಗುಳ್ಳ ವೃತ್ತವನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತದೆ. 
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ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ f= 0 ಆದಾಗ, x+y +28x+c=0 
ಈ ಸಮೀಕರಣವು x-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ (-2, 0) ಬಿಂದುವನ್ನು ಕೇಂದ್ರ 


ಬಿಂದುವಾಗುಳ ವೃತ್ತವನು ಪತಿನಿದಿಸುತದೆ. 
ಆ). ee % ಂ 


'=0 ಆದಾಗ x+y +20x+2f)=0, ಈ 


ಅದೇ ರೀತಿ 6 
ಸಮೀಕರಣವು ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಹಾದು ಹೋಗುವ ವೃತ್ತವನ್ನು 


0 (tL 
[CO 

ಹ 

“0 

2 

Gl 

198 


$ } 
೨. ೬4೬8] -cಯು ಧನಾತ್ನಕವಾಗಿದಲ್ಲಿ ವೃತವನು ನೈಜವೃತವೆಂದೂ, 
ಆ ಬ "ಲ RD) ಲ 
ಯಣಾತ್ಸಕವಾಗಿದಲ್ಲಿ ಊಹ್ನವ್ನತ್ತವೆಂದೂ, ಶೂನ್ನವಾಗಿದಲಿ ಬಿಂದು 
ಆ LAWS) ಜೋಲ ವಿ ಮ್ಯಾ 
ವೃತ್ತವೆಂದೂ ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 
pe pa [- 3 ಫಾ E 2 
6. ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಬಳಸುವಾಗ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ೫ ಮತ್ತು ಗಳ 
ಸಹಾಂಕಗಳನ್ನು ಐಕ್ಯ್ಕಧಾತುಗಳಾಗಿ ರೂಪಾಂತರಿಸಬೇಕು 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
ANA ಬ್‌ pe pS SEN pp [ ed 
| & (2, 3) ww LS W TI 0ದ್ರವಾಗಿಯೂ 6 ಮಾನಗಳ ಸ ಅ್ರಜ್ಯಬ್ರುಳ್ಳ 


೨ 


(Xk) +(y-kY 3 


(x-2) +(y-3)y =(6) 


p.: Bp) 
ಅಥವಾ ೫ +೪ -4x-0y-23=0 ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವಾಗಿದೆ. 


WW 


> > p ಈ ಈ PN 
2೫ +2೪ +5೫+3y-2=0 ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರವನ್ನು ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯಗಳನ್ನು 
೨ ನ ೦” ೩ 


rN pl.) 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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3. (4,2) ಮತ್ತು (3, -5) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ವ್ಯಾಸದ ತುದಿಗಳಾಗಿವುಳ್ಳ 
ವೃತ್ತದ ಸವಿ ಬೀಕರಣವನ್ನು ಕನಡದಲ: 
(x-—XMX- X23) Y)=0 
ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಆಧರಿಸಿ 
(x-4)x+3)+(Yy-2MYy+5)=0 


ಅಥವಾ »*'+)y'-೫x+3y-22=0 ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ. 


೧% pS 
ಸಿರಸಿ 
¥ 


-ಆಕ್ಷವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದರಿಂದ 


Uw 


pe 


| (ಸ) + (y = 
ಅಥವಾ 


x+y —8x+2y+16=0 


5. (5. 2):ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಕೇಂದ್ರವುಳ್ಳ 
ಸಮೀಕರಣವನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 


ದಾಗ ್ರ ್ಲಿ 
pS ಔರ ; ee K 


(x+5) +(y-2) =(5) 
ಅಥವಾ ೩+)” + l0Ox—4y+4=0 


6. (2-3) ಬಿಂದುವನ್ನು ಕೇಂದ್ರವಾಗಿವುಳ್ಳ ಮತ್ತು 3-4 - 8=0 


ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಯ €Pಯು ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ದತ್ತಸರಳರೇಖೆಯ 
ನಡುವಿನ ದೂರಕ್ಕೆ ಸಮನಾಗಿರುತ್ತದೆ. y 


ಆದ್ದರಿಂದ 
= by +e P 
32-43-8, x — 
V9 +16 ಚಿತ್ರ 5೨.೦ 


೨೨2 


ಆದ್ದರಿಂದ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು +(y 43) = 


ಅಥವಾ x +} -4x+0y+90=0 


7. (2.0). (3.0) ಮತ್ತು (0. 3) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ 
ವೃತ್ತದ ಸಮಿೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೫೪ +202೬ =0ವನ್ನು ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವೆಂದು 
ಪರಗಣಿಸೋಣ. 


ಈಗ (2. 0) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವುದರಿಂದ 


4+0+40+Cc=0=>4g +Cc=-4 
ಅದೇ ರೀತಿ (3. 0) ಮತ್ತು (0, 3) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವುದ 


0+0+00+c=0>6g+c=-9 
0+9+0f+c=020f+c=- 


5 
ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದರಿಂದ 9 ಸಲ್ವಾ? =6 ಮತ್ತು 
ಇ RE ry ಫ್‌ 2 ಎ 
f= 5 ಆದ್ದರಿಂದ ವೃತ್ತದ pS ೀಕರಣವು x ky —Sx-S5y+60=0 
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8. ನಿರ್ದೇಶಕ ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು (5. 0) ಮತ್ತು (0, 5) ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
Y, 

ಎರಡೂ ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತ್ತದ 
ತ್ರಿಜೃವೂ 7 -|4|=|/| ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
ಅಂದರೆ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುವು (5. ನಿ) 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ (ಚಿತ್ರ 5.7). x: X 
ಆದರಿಂದ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು 

(x-5) +(y-5Y =25 


ಅಥವಾ x+y -10x-10y+25=0 


9. ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ವೃತ್ತಗಳು ಬಾಹ್ಮವಾಗಿ ಸರ್ಶಿಸುತ್ತವೆಯೆಂದು 


fy ಬ 
ತೋರಿಸಿ. 
(1) x+y +2x+4y+1=0 K 
(il x+y -4x-4y-1=0 C; 


| | ಘ್ರವಿ 
ಸೂಚನೆ: ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳು ಬಾಹ್ಯವಾಗಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸಲು ೆರು 


Cis = ry #8 (ಚಿತ್ರ. 5.8) 


ಕೌ 
ನಿಬಂಧನಿ 


ke Sr 4K ab) 
ಆದ್ದರಿಂದ ದತ್ತವೃತ್ತಗಳು ಬಾಹ್ಯವಾಗಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ. 


10. ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ವೃತ್ತಗಳು ಆಂತರಿಕವಾಗಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು 
ನಿರೂಪಿಸಿ 
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(0) x+y -2x+6y+6=0 
(1) xX +y-Sx+6y+15=0 


ಚಿತ್ರ 5.9 
ಸೂಚನೆ: ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳು ಆಂತರಿಕವಾಗಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸಲು ಇರುವ ನಿಬಂಧನೆ 
C00= 71 -r ಅಥವಾ ಗ್ಠ- (ಚಿತ್ರ 5). 


ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರಗಳು ಮತು 
C pe (1,3), " =4/1 


CC=n-—r 
ಆದರಿಂದ ದತ ವತ ಗಳು ಆಂತರಿಕವಾಗಿ ಸರ್ಶಿಸುತವೆ. 
೦ ಇಟಿ ಪ್ರತ ಬ ಹ. 


tL 


11. (5. 0) ಮತ್ತು (1. 4) ಈ ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುಃ 
ಮತ್ತು. ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುವು ೫ ೬») - 3 - 0 ಸರಳರೇಖೆಯಲ್ಲಿರು 
ವೃತದ ಸಮೀಕರಣವನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಲ ೬ 


tL 


ys T2 na 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು ೫x +*y +24x+2 fh +0 =0 ಎಂದಿರಲಿ. 


ಈ ವೃತ್ತವು (5.0) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವುದರಿಂದ 
25+ 100 +c =0 tl) 


ಹಾಗೆಯೇ ವ 


ವೃತ್ತವು (1.4) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವುದರಿಂದ 


17+28+8f+c=0 0 


(-, f) ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುವು x+y -3=0 ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ 
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(1)-(2) ~~ 8g-8f=-8 
ಅಥವಾ 8-f=-1 ..-(4) 


ಸಮೀಕರಣ (3) ಮತ್ತು (4)ಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದರಿಂದ 


ಣ 


> > % g 
12. x+y -0Ox-2y+9=0ವೃತ್ತವು ॥ಅಕ್ಷವನ್ನು ಸರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು 


ಸಾಧಿಸಿ. 

ಯಾವುದೇ ವೃತ್ಯವು ೩-ಅಕ್ಸವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ, 7 |8| ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
ದತ್ತವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದು (3.1) ಮತ್ತು 

ತ್ರಿಜ್ಜ = 49+1-9 =| 


Bx TyH+k=0Oವುತದ ತಿಜ್ಜವು 2೫20 ಆದರೆ ಹನ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, (ನ. : 2೫2) - ಬಿಂದುವಿನ "ಮೂಲ 


ಹಾದುಹೋಗುವ ವ್ಯಾಸದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ದ 
ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಜವು ೫ೂ ಮಾನಗಳು 


ಆಂದರೆ, i ವ 
\ ಸ 


4 4 
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5 ವ 
5 3 - 3 ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ವ್ಯಾಸದ 
ಸಮಿ 


— 


9. > 3 
14. 3x + 3y - 5x +3) = 0 ವೃತ್ತದ ನಿರ್ದೇಶಕ ಅಕ್ಸಗಳ ಮೇಲಿನ 
y 


ವಿಚೇದನಗಳ ಉದವನ 
೪ ವ 
ವೃತ್ತದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮೀಕರಣವು 
7 } 
x FYE yl 


ಣಿ 
y = 0 ಆದಾಗ ಸ್‌ 


NEU ETN OB =1 
ನಿರ್ದೇಶಕ ಅಕ್ಸೆಗಳ ಮೇಲಿ 


p; ೧ 
15. x+y -8x-0y =0 ವೃತ್ತದಿಂದ ವಿಚೇದಿಸಲಟ x-7y-8=0 
p ದೆ ಆ py 


ಸರಳರೇ ಬೆಂಯ ಜ್ಯಾದ ಉದ ವನ್ನು ೦ಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
wd 


A 5 
ಚಿತ್ರ 5.11 
35 
ಆದ್ದರಿಂದ ಸA8=21(ತ್ರಿಜ)” -(CM)" = 2 25-5 NE) 
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| ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದು ಮತ್ತು ತ್ರಿಜೃವುಳ್ಳ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


Il 


ಕೇ ೦ದ್ರಬಿ ಬಿಂದು ತ್ರಿಜ್ಯ 


ks (3. -5) 4 
2. (0, -5) 6 


ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದು ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯವನ್ನು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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|. 2x +¥ )+6x-10y+9=0 


RE +5y” “+4x-8y=16 


(1.1). (2. -1) ಮತ್ತು (3. 2) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿ 
ಫಿ 
XY "8x42 =0ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ. ಬಿಂದುವು 4x-v=17 
- | ಸೆ - 

ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ 

x+y =0ಮತ್ತು ೩+*2೪y-4 ಸಮೀಕರಣಗಳು ವೃತ್ತದ ಎರಡು 
ವ್ಯಾಸಗಳಾಗಿದ್ದು, ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಯವು 10 ಮಾನಗಳಷ್ಟಿದ್ದರೆ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ೫೩ ಮತ್ತು y 
ರೇಖಾಂತರಗಳು ಧನದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ಕ್ರಮವಾಗಿ 4 ನ 6 
ಮಾನಗಳಷಿರುವ ವೃತ ಸಮೀಕರಣವನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 

ಆ ಲ" ಇ 
(6,1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಕೇಂದವನ್ನುಳ್ಳ ಮತ್ತು Sx + 12) = 3 
ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(1,2) ಮತ್ತು (2. 4) ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದು ವ್ಯಾಸದ ತುದಿಗಳಾಗಿರುವ 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

x+y +4x-4y+4=0 ವೃತ್ತವು ನಿರ್ದೇಶಕ ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು 

ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


10. 


; 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


x+y -2x+6y+6=0 ಮತ್ತು ೫+” -5Sx+6y+15=0 
ವೃತ್ತಗಳು ಆಂತರಿಕವಾಗಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುವೆಂದು ನಿರೂಪಿಸಿ. 
x” $y” -4x-6y-12=0ಮತ್ತು 
+6x+18y+26=0 

ವೃತ್ತಗಳು ಬಾಹ್ಯ ಪಾಗಿ ಸ್ಪರ್ಶಿ ಸುವು ವೆಂದು ತೋರಿಸಿ ಮತ್ತು ಸ್ಪರ್ಶ 
ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x=0y=0ಮತ್ತುxವc ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತ್ತದ 


ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(.D. (-2. 2). (-2. -8) ಮತ್ತು (6. 0) ಬಿಂದುಗಳು ಏಕವೃತ್ತಸ್ಥ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

(5. 1) ಮತ್ತು (3. 4) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ಮತು 


x-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುವುಳ್ಳ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನು 


ಲ" [= 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
yp ®. 

3x+ y =] ಸರಳರೇಖಚೆಯು Xx +y —2x-4y-5=0 

೧ [9] 
ವೃತ್ತವನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನ ನಿದೇಶಕಗಳ ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 

್ಯ > 

x+y -4x-0y-12=0ವೃತ್ತವನ್ನು ಆಂತರಿಕವಾಗಿ (-l., -1) 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸ ಸುವ ಮತು 3 ಮವಾನಗಳಷು ವುಳ ವ.ತದ 

ಇ pf ಶಿ ತ್ರಿ ದ್ಯಲ್ರ SS) 
ಸಮೀ ಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿದಿಯಿ 


(1, 1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಕೇಂದ್ರವನ್ನುಳ್ಳ ಮತ್ತು *' +” -4x+6y=3 


US, 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವಂತೆ ವೃತ್ತಮೊಂದನ್ನು ರಚಿಸಲಾಗಿದೆ. 
ನು ಸಶಿ 


ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ BN ಗುವ ಮತ್ತು ನಿರ್ದೇಶಕ 

ಹಳ ಮೇಲಿನ ವಿಚ್ಛೇದನಗಳು 5 ಮಾನಗಳಷ್ಟಾಗಿದ್ದರೆ ಅಂತಹ 
ವೃತ್ತದ ಸ ಶೇಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

WE ಸರಳರೇ ಖೆಯನ್ನು (4, 3) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ 


ಮತ್ತು 4/26 ನಷ್ಟು ತ್ರಿಜ್ಯವಿರುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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18. (-4, 3) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ಮತ್ತು ೫+) = 
ಮತ್ತು ೫-೪-2 ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತ್ತದ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

19. y-ಅಕ್ಷವನ್ನು (0. 3) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ಮ ೪ "ಅಕ್ಷದ 
ಮೇಲಿನ ವಿಚ್ಛೇದನವು 8 ಮಾನಗಳಷ್ಟಿರುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


ಹೊಂದಿರುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. y-ಅಕ್ಷದ 
ಮೇಲಿನ ವಿಚೇದನದ ಉದ್ದವನ್ನು bce 


8} 


20. (-4, 3) ಮತ್ತು (12-1) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ವ್ಯಾಸದ ತುದಿಗಳಾಗಿ 


5.2.1 ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣ 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು ೫x +೬೪ +20x+2f+€=0 ಆಗಿರಲಿ. 


P(x.) ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುವಾಗಿದ್ದು P7 ಸರಳರೇಖೆಯು ಆ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ವೃತ್ತಡ ಸರ್ಶಕವಾಗಿರಲಿ. 


ಕಾ ¢ ಖ್‌ Ku 


ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರವು € ಆಗಿದ್ದು ಚಿತ್ರ 5.12ರ ಆಧಾರದ ಮೇರೆಗೆ CP 
ಮತ್ತು 7 ಒಂದಕ್ಕೊಂದು ಲಂಬವಾಗಿವೆ. 


CPಯ ಓಟ Tf P(x, ¥2) ; 
xg 


ಆದ್ದರಿಂದ PT 53 ಓಟ 


[MT £] 
MEE ಚಿತ್ರ 5.12 
ಸ್ಪರ್ಶಕ P7ಯ ಸಮೀಕರಣವು ¥ 


(Y-NINMEF)=-(x+ex-x) 


ಅಥವಾ XX] - HM “+ 8X + fy ಸಾ Ay —- My ~- 8X Mi 
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ps 


ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಎರಡೂ ಬದಿಗಳಲ್ಲಿ (೪% +೬ ಗ * €) ಅನ್ನು ಸಂಕಲನ 
ಮಾಡಿದಾಗ 


ey “} 
FY +8x+x)+ y+) x+y 2+ 2f+c. 


(೫,೪) ಬಿಂದುವು ಈ ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ ಮೇಲಿನ 


ಸಮೀಕರಣದ ಬಲಬದಿಯ ಉಕಿಯು ಶೂನ್ನವಾಗುವುದು. 
df ರ 
ಆದ್ದರಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವು 
xxi+yyi +x +x)+tfV+y)+c=0. 


y=mx +c ಸರಳರೇಖೆಯು ೫ +*y = ವೃತ್ತವನ್ನು 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸಲು ಇರುವ ನಿಬಂಧನೆ 


A: # _ pe — a PD DS pS 
Ue +. ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ೫ನ ಬಿಲೆಯನು. ಸಮೀಕರಣ 
ie > kf & 


52.2 


ವ y y 
X-EFOMXECY RA 


> 


(+n x +2mex+c -a =0 


Bal R pS, , ಲ ಫಾ ೪ ಧೆ RE EE 
ಇದು p rl ರುವ rosy ವರ್ಗಸುಮೀಕರಣವಾದ ಬಿಂದ ಸಾವರಾನ್ನವಾಗಿ 


ಬೆ 
ಹ fy) 
~ ES ೧% A p) pe —್‌ A 3 pk ANA 3 
ಎರಡು ಛೇದನ IOC ೪೨ ಇರುತ ವ ಖಂ \ _ MX sn ( 
~ WR ತ, we y pY- ೮ ಇ A 
ಸರಳರೇಖಬೆಯು ವೃತ ಖಣ ಏಕಚಬಿರದುವಿನಲಿ ಸಿಲ್ಲಸಿಬ್ರೂಬಿಲ೦ಬ 
— 4 ಊ 93] 
pe ಜವೆ pS ಫಿ ಅನಾ ಛೈ ಅಭ a ಖನನ ವಿ 
ಸಿಮೀಕರರಣದ ಮೂಲಗಳು ನಜ ಎಗಿರುತ್ತವ ಹಾಗೂ ಸಮನಾಗಿರುತ್ತವ. 
— pe) 
c U 


py < $ A ~ನಿ ) 
ಆದ್ದರಿಂದ ವರ್ಗಸಮೀಕರಣದ ಶೋಧಕವು ಶೂನ್ಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದ 
Me — 


C”—4(e” —a” Wl-m”)=0 


PY 


4m 


ಅಥವಾ a (l+m)=c" 
1.€., c=+avl+m’ 


ಇದು ಭy=nx+೭ಲ ಸರಳರೇಖೆಯು 


- 


9) , 3, ಫಿ Na 
Se ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕವನಿಸುವ ನಿಬಂಧನ. 


ಸೂಚನೆ: ಈ ಮೇಲಿನ ನಿಬಂಧನೆಯಿಂದಾಗಿ, *' + y' -4'ವೃತ್ತಕ್ಕೆ 
y=mx tavl+m? (1) 


ಎರಡು ಸಮಾಂತರ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನು ಪ್ರತಿನಿಧಿಸುತ್ತದೆ. ಓಟ ಗೆ ಬೇರೆ 
ಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೊಡುತ್ತ ತನನ್‌ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಸ್ಪರ್ಶಕ ಯುಗ್ಮ ಗಳು 
ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. ಇಂತಹ ಎಲ್ಲಾ ಸ್ಪರ್ಶಕ ರೇಖೆಗಳ; ನ ವೃತವು 


ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದರಿಂದ *'*'-4' ವೃ ತ್ರವನ್ನು wrk ಗಣ(1)ರ 
“ಆವರಣ” (ಎನ್ವಲಪ್‌) ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
|. ಆಆ x+y =100ವೃತ್ತಕ್ಕೆ (—6. 8) ಸತ ಎಳೆಯಲ್ಲ 
ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 


ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವು ೩x + = a ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


x(—6) + (8) = 100 
ಅಥವಾ 6x-8V+100=0 
KE, 3x-4v+50=0 


(QO) 
TM 
~~ 


+ + 4x +2y- 60=0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ (k, 3 We 
We ಸರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಸಂ 


ವೃತ್ತದ ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮೀಕರಣಕ್ಕೆ ರೂಪಾಂತರಿಸಿದಾಗ 


3 RS A 
x+y xt yp-12=0 
nT 


ಕದ ಸಮೀಕರಣವು 


pW 
x(D+ y(3)+— (231), 223)-12-0 


e2L 
Ww 
W 


2 5 
ಅಥವಾ 10x +30) +4x +4 +2) +6 -— 120=0 
ಅಂದರೆ l4x + 32y- 110 =0 ie..7x+160)-—-55=0 
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x+y +10x-2y+6=0 ಈ ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಮತ್ತು 


2೫+ y=7 ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಸಮಾಂತರವಾಗಿರುವಂತಹ 
ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2೫+ y=7ಸರಳರೇವೆಗೆ ಸಮಾಂತರವಾಗಿರುವ 
ಸಮೀಕರಣವು 

2x+y+k=0 
ರೂಪದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ಸ್ಪರ್ಶಕದ ನಿಬಂಧನೆಯನ್ನು ಆಧರಿಸಿ 
ತ್ರಿಜ್ಯ [ಕೇಂದ್ರಬಿಂದು ಮತ್ತು ಸ್ಪರ್ಶಕ 2+ ೪ = ನಡುವಿನ 


2(-5)+ (0D + k 
V25+1-6 =~ 
V4+1 
ಅಂದರೆ, 12045 =|-9+ 


ಅಥವಾ -9 +k = ೬10 
“k=19 ಅಥವಾ “1. 
ದ್ದರಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು: 


(4) 2x+y-1=0 
(1) 2x+y+19=0 


-: ಹೇಂಲದ' ಹ 
~A 


3x-4y +5 =0ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಮತ್ತು 
$; j.. 

dv Ae pe 
Ny — 2x -4y 4=0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಲ, 


ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3x1-4y+ನ5=0 ಈ ಸರಳರೇಖಬೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ 


ಸಮೀಕರಣವು 4x43) +4 -0. ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ (1.2). 


ಸ್ಪರ್ಶಕದ ನಿಬಂಧನೆಯನ್ನು ಆಧರಿಸಿ, 


ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ 


ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ 


(5. 1)] 


[ಕೇಂದ್ರಬಿಂದು ಮತ್ತು ಸ್ಪರ್ಶಕ 4x43) +k -0 ನಡುವಿನ ಅಂತರ] * ತ್ರಿಜ್ಯ 
ಮ ಲ ಸ್‌ ೨:ಶಿ 


4(1) + 342) + k 


ಅಂದರೆ =¥1+4+4 
V16+9 


10+k=x+15 
ಹ=5 ಅಥವಾ k--25 


ಆದರಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


() 4x+3)+5=0 
(ii) 4x + 3y-25 =0 


5. 4-3) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ೫+ +8x+4y-5=0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ 
ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


PT, ಮತ್ತು PT, ಸರಳರೇಖೆಗಳು ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಎರಡು 


ಸರ್ಶಕಗಳಾಗಿರಲಿ ಹಾಗೂ 
[99 /¥ 


PT,ನ ಒಟವು ” ಆಗಿರಲಿ, PG. -3) 
ಆಗ PT, ನ ಸಮೀಕರಣವು 


vV+I3=m(x- 3) 


ಚಿತ್ರ 513 


ಸ್ಪರ್ಶಕದ ನಿಬಂಧನೆಯನ 


ಆಧರಿಸಿ, 


9) 
ಣ್‌ 


ಮ —(—2)=3(m + ) 3 HCL 
| 


೨ 


m +1 


ಅಥವಾ-4m+2-3m-3= 54m” +1 ಅಥವಾ 
—1m-=l=SYm" +1 


ಅಥವಾ 24m +14m—24=0 = 12m +7m-12=0 


ಅಥವಾ (3m+4(4m-—3)=0 


ಸಗ .. ಅಥವಾ: n= 
ಆದ್ದರಿಂದ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


(1) 3x 4y=2] 
(ii) 4x + 3) =3 
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10. 


೫ 
x+y -0x-8y=0ವೃತಕ್ನೆ ಮೂಲಬಿಂದವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕದ 
ಲಸ" co Rs 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು. ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x-ಅಕ್ಷದೊಂದಿಗೆ 45'ಗಳಷ್ಟು ಬಾಗುವುಳ್ಳ x+y -6x-4y+5=0 


ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


SR 
(3, -3) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ *' +) +8x+4y-5=0 ಈ ವೃತ್ತಕ್ಕೆ 


A 
ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಫಾ 4, 
x+y =5ನಈ ವೃತ್ತಕ್ಕೆ (1. -2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿರುವ ಸರ್ಶಕವು 


೪5೦ 
7) 3} 
X +y —-8x+0y+20=0 ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ ಮತ್ತು ಸರ್ಶಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
KX 7 
x+y +4x-4y+4-=0 ವೃತದ ಸರ್ಶಕಗಳು ಅಕ್ಷಗಳೊಂದಿಗೆ 
ಸಮರೇ ಖಾಂತರವನು ಹೊಂದಿದರೆ ಅವುಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನು 


3x-4y-7=0 ಸರಳರೇಖೆಗೆ (1) ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು 


> ಫ, je 
(1). ಅಂಬವಾಗಿಯೂ ಇರುವ x #೫ -2x1-74y-4=0"-ವೃತ್ತದ 


ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


. dD AE 4 KS 3 

1y-x=5 ಸುರಳರೇಖಿಯು ೫ +೬೪ -5ನ೫+5y=0 ವೃತ್ತವನ್ನು 

SS pe 9 1 ೧A ಕೊ ತಾ pe 

~ ರ್ಪ್ರಿಸುವುದ2ದ: ತೂರಿಸಿ ಬೂಮಿ ಸಿರ್ಶೆಬಿ೦ದಿಿಖಏನಿ ಎದೀ ಶಕಗ ಇಳ 
Uw 


ಕಂಡುಹಿದಿ-::೦. 
3೫-2y=0 ಮತ್ತು ೫ +y “3x2 -1=0" ಈ ಸರಳರೇಖೆ 
ಮತ್ತು ವೃತ್ತಗಳ ಛೇದಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

p. ಈ | 
mನ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ y= mn” * ಯು ೫" *y -4y ವೃತ್ತಕ್ಕೆ 
ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಲು ಇರುವ ನಿಬಂಧನೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
+3y-8=0 ಈ ಎರಡೂ ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಒಂದೇ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ ಮತ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


5.3 ಒಂದು ಹೊರಬಿಂದುವಿನಿಂದ ವೃತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಲಟ ಸ್ಪರ್ಶಕದ 
ಏಳು ಅಟ ಅ 
ಉದ 
[9] 
ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು ೫+” +28x+2ಗ) +೭0 ಎಂದಿರಲಿ. 
P(x,.y) ವೃತ್ತದ ಹೊರಗೆ ಇರುವ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 5.14). 
0(-2, -ಗಿ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದು ಮತ್ತು PT ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರಲಿ. 


CT ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿರುವುದರಿಂದ CT =/£' +8” -c. 


0T7ಯು ನPTಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವುದರಿಂದ PCT Plx. vp) 
ತ್ರಿಕೋಣದಿಂದ 

PC"=PT4+CE 
ಅಂದರೆ, (x, + © y +{}, + fy 
=PT" + Ae A >) 
ಥವಾ PT ನ + y7 + 2x ¥2ETE A 
ಆದ್ದರಿಂದ (೫. ೪) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಉದ್ದ 


PT =/xi+yi+2gx +2fy,+c | ವ 
1 1 1 1 ಚಿತ್ರ 5.14 


ಸೂಚನೆ: 

(1) (೫, ೪) ಬಿಂದುವು ವೃತ್ತದ ಹೊರಗೆ ಇದ ದ್ಲಲ್ಲಿ 
x+y +2en+2h+c>0. 

(2) (x1. Y1) ಬಿಂದುವು ವೃ ತ್ತ ದ ಮೇಲೆ ಇ ದ್ದಲ್ಲಿ 
[ + y> +2gx +2 +c=0 

(3) (x. ೪) ಬಿಂದುವು ವೃತ್ತದ ಒಳಗೆ ಇದ್ದಲ್ಲಿ 


x+y +2eN+2+C<0 ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
5.4.1 ಬಿಂದುವಿನ ಘಾತ 


ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದು € ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯ 7 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ 0೯” - 
P ಬಿಂದುವಿನ ಘಾತ ಎಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು (ಚಿತ್ರ 5.15) 
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(1) P ಬಿಂದುವು ವೃತ್ತದ ಹೊರಗೆ ಇದ್ದಲ್ಲಿ CP >, 
ಆಗ CP”-r >0 ಆಗಿರುತ್ತದೆ. P P 


(i) ಅದೇ ರೀತಿ Pp ಬಿಂದುವು ವೃತ್ತದ ಒಳಗೆ 
ಇದ್ದಲ್ಲಿ (P< ಆಗ €P"- <0 ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


(iii) P ಬಿಂದವು ವೃತ್ತದ ಮೇಲೆ ಇದ್ದರೆ €P” ೫ 


ಬಿಂದುವಾದಲ್ಲಿ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದು (-4 ಗಿ ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ 


ಚಿತ್ರ 5.15 


Pl, y) ಬಿಂದುವು ೫' +೪" +2842) +೦0 ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ 


=g” +f °c. 


rts +O PAGE 


=X +*y +2eLr 2 


¥ - ATP ಬೌ ಮ 
ಇದು P(x. ¥;) ಬಿಂದುವನ ಖ್‌ಲ ವಿನಿಸುವುದು. 


(-2, 1, (0. 0) ಮತ್ತು (4 -3)) ಬಿಂದುಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 

x+y -Sx+3y=0 ವ ತ್ರದ ಹೊರಗೆ, ಮೇಲೆ ಮತ್ತು ಒಳಗೆ 

ಇರುವುವೆಂಬುದನ್ನು ನಿರೂಪಿಸಿ. 

(-1, 0) (0. 2) ಮತ್ತು (-2. 1) ಬಿಂದುಗಳಿಂದ ಒಂದು ವೃತ್ತದ ಸರ್ಶಕಗಳ 

ಉದ್ದಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 3. 410. 343 ಆದರೆ ಆ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 

ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ | 

(4, 1) ಬಿಂದುವಿನಿದ 2 +೪ )-3x+4y+6 =0ವೃತ್ತಕ್ಕೆ 

ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಉದ್ದವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 

x+y +28+2h+c=0ಈ ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿನ ಯಾವುದೇ 
> ») My 

ಬಿಂದುವಿನಿಂದ x +೫೪ + 20x+2hy+c=0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 

ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಉದ್ದ ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ (Cc< C)). 


5. ಬಿಂದುವೊಂದರಿಂದ ೫x” +" '+4x4+3=0 ಮತು 


~~ 
2 [ pS “ po [3 
XN +y —-6x+5=0 ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಎಳೆಯಲಟ ಸರ್ಪಕಗಳ 
ಇನಿ Ww © Cd 
ಉದಗಳ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯು (ಪ್ರಮಾಣವು) 1:2 ಆದರೆ ಬಿಂದುಪಥವು 
ಷ್ಟ ~ pepo ~~ 
ಬಂದು ವೃತ್ತವೆಂದು ನಿರೂಪಿಸಿ: 
sp) 
0. P(, 8) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ೫ +೬೪ -6 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಲಟ್ಟ ಸರ್ಶಕದ 
¢ - - fo] ಬ 
ಉದ +y"°+3x+3y=0 ವೃತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಸರ್ಶಕದ ಉದದ 
7 2 3 C 
D ry, 2 A ನ ಲ 
ಎರಡರಷಿದರೆ Xf" 4+ £¢" +4f +40 +2 =0° ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
5.4.2 ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ 
ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ಚಲಿಸುವ ಬಿಂದುವೊಂದರ 
ಘಾತಗಳು ಸಮನಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಅಂತಹ ಬಿಂದುವಿನ ಬಿಂದುಪಥವನ್ನು ವೃತ್ತಗಳ 


ಮೂ ಲಾಕವೆ ವೆ ೦ಬ ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. 


© 


ಎರಡು ವತ ಗಳ-ಸಮೀಕರಣಗಳು 


Ry 
x+y +2ext2fv+tG =) sy} 
ಮತ್ತು x+y psx + 2TH 2) 


ಆಗಿರಲಿ. P(%, })) ಮೂಲಾಕ್ಟದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ 


(1) ಮತ್ತು (2) ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ P ಬಿಂದುವಿನ ಘಾತವು 
ಸಮನಾಗಿರುವುದರಿಂದ | 

U+y + 2gxtif+= xy 28 AFTS,vV +E, 
ಅಥವಾ 28 8)X + AP 80+ ST (Cy c)=0 
ಇದು ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮ್ಹೂಭಿಕ್ಷಾಧ ಸಮೀಕರಣ. 


ಸೂಚನೆ: 
|. ಮೂಲಾಕ್ಸವು * ಮತ್ತು yಸಲ್ಲಿರುವ ಒಂದನೆಯ ಘಾತದ ಸಮೀಕರಣವಾಗಿದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಮೂಲಕ್ಷಾವು ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆ. 


2. 5$=0 ಮತ್ತು 7=0 ಎಂಬುವು ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ರೂಪದ 
ಸಮೀಕರಣಗಳ ನ್ನು ಸೂಚಿಸಿದರೆ 
5S-7=0 ಎಂಬುದು ಅವುಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷದ ಸಮೀಕರಣವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
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5.4.3 ಮೂರು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷಕೇಂದ್ರ 
ಏಕರೇಖಸ್ತ ಕೇಂದ್ರಗಳಿಲ್ಲ ದಿರುವ ಮೂರು ವೃತ್ತಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದೊಂದು 
ಸಲ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳಂತೆ ಆರಿಸಿಕೊಂಡರೆ -: ಅವುಗಳಿಂದ ದೊರೆಯುವ 
ಮೂರು RT ಏಕ ಬಿಂದುಸ್ಪವಾಗುವುವು. ಈ ಬಿಂದುವನ್ನು ಆ 
ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಸಕೇಂದ್ರವೆಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು (ಚಿತ್ರ 5.16). 
$5») =0 


ಸೂಚನೆ: ಮೂಲಾಕ್ಟ ಕೇಂದ್ರವು ವೃತ್ತಗಳ ಹೊರಗೆ ಇದ್ದಲ್ಲಿ, ಮೂಲಾಕ್ಕ 


- 
ಖೆ 0 
೧೩ ANA ~~ Aಹಸ ಶ್ರ ಹ ps) LANA 
ಕೇಂದ 5 BET Th, ಎಳ ಯಲ ೬೨ PN € Wd wh Sw) 
ಆ ವ"೬ ಬ ಶು 


ಸಮನಾಗಿರುವುದು. 


ಪ್ರಮೇಯ:: ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವು ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ 


ಬಿಂದುಗಳನು ಸೇಂಸುವ ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವುದು. 


ಲ 
ಸಾಧನೆ: 


ಚಿತ್ರ 5.17 


Sey ry kgf =0 sick) 
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T=zx’ + y” +2g»x+2fyy+c,=0 ..(2) 


ಆಗಿರಲಿ ಈ ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷದ ಸಮೀಕರಣವು 
S-T=0 
ಅಂದರೆ, 2(¢,-22)x+ 2f| -f0)¥+*0-c)=0 ...(3) 


A ಮತ್ತು B ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ. 
f ಟು f 2 
818) 


AB ಸರಳರೇಖಬೆಯ ಓಟವು m= 


(3) ರಿಂದ ಮೂಲಾಕ್ಸದ ಓಟವು m, -- ಲ 
© NF) 


ಇದರಿಂದ ೫ - -1 ಎಂಬುದು ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದೆ. 
ಆ ಕಾರಣ ಮೂಲಾಕ್ಷವು ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ 
ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವುದೆಂಬುದು ಸಾಧಿತವಾಗಿದೆ. 
ಸೂಚನೆ: 
|. ವೃತ್ತಗಳು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ ಮೂಲಾಕ್ಷವ್ರು ಅವುಗಳ 


ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರುವುದು (ಚಿತ್ರ 5.18). 


ಚಿತ್ತ ೨.18 
2. ವೃತ್ತಗಳು ಛೇದಿಸಿದರೆ ಮೂಲಾಕ್ಷವು ಅವುಗಳ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಜ್ಯಾ ಆಗಿರುವುದು (ಚಿತ್ರ 5.19) 
ಚಿತ್ರ 5.19 
3. ಎರಡು ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಲು, 
ಅವುಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳಲ್ಲಿ 


ಯಾವುದಾದರೊಂದರ ಸಮೀಕರಣದೊಂದಿಗೆ ಬಿಡಿಸಬೇಕು. 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
‘We x+y +2x+3y+1=0ಮತ್ತು x+y +4x+3y+2=0 
ಈ ವೃತ್ತಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಜ್ಯಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಜ್ಯಾ ಮೂಲಾಕ್ಷವೇ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಅದರ 
ಸಮೀಕರಣವು 


Wty + 2x+Iy+D- x+y +4x+3y+2)=0 
ಅಂದರೆ -2x-1=0 ಅಥವಾ 2x+1=0. 


ನ #, p) ಸ ೨ 
2. x+y +20+C=0ಮತ್ತು x+y +*2by+C=0 ವೃತ್ತಗಳು 


ಸರ್ಶಿಸಿದರೆ ಇವುಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
[ ed 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ ಮತ್ತು 
ಗಳು Ci C, ಮ ೨, ತ್ರಿಜ್ಯಗಳು Fy, 73 


ಸರ್ಶಕವು ಮೂಲಾಕವೇ ಆಗಿರುತದೆ. ಅದರ ಸಮೀಕರಣವು 
ಊ Ch pa 
| 2 2 
(x + PE Lax FOTN BNF INE C=O. 
XSW 
ಅಥವಾ 2a0x-Zby=0,1¢. —=—=0 
a 


H, ಪೆ -} 
ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳ ತ್ರಿಜ್ಯಗಳು ೧) ೨೪4" -€ ಮತ್ತು ಗ =Vb -c 


} ¥ 
ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರ, (0,C, Nu" +b" 
ವೃತ್ತಗಳು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದರಿಂದ CC=rn+r 


2 2 2 
ಅಂದರೆ (CC) =n +r+2n 


; 
ಅಥವಾ ೩ +b 0 -c+b “c+ Wa’ -c 4b? -c 


5 
ಅಥವಾ 2c= 2a -c Nb c= t= 
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&l 
GL 


3. ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x+y” -16x+16=0 


(i) x+y -16x+16=0 

(ii) 3x +3y -36x+8=0 ಮತ್ತು 

(iii) x+y” -16x-12y+8=0 

ಈ ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವು 


p) p 8 ರೆ: 
x+y -16x-12y+8=0 12)+8 =0 ಅಥವಾ —- 


12 


x+y -16x+16=0 ಈ ವೃತ್ತಗಳೆ ಮೂಲಾಕ್ಷವು 


# 


ಮ 8 
Mk MY ಅಥವಾ x= 


pe 


Ti Ey, 
ಆದ್ದರಿಂದ ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರ ಅಿರದು ೫ 
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ಅಭ್ಯಾಸ 5.4 
x+y +2x+4y=7=0 ಮತ್ತು x+y -6x+2y-5=0 
ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಈ ಮೂಲಾಕ್ಷವು ವೃತ್ತಗಳ 
ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆಯೆಂದು 
ನಿರೂಪಿಸಿ. 


2x +2y -x+5y-7=0 ಮ 2 x+y +3x+4y-2=0 
ವೃತ್ತಗಳೆ ಮೂಲಾಕ್ಷವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

— © [4 
x+y +2x+2y+1=0 ಮತ್ತು x+y -10x-6y+4=0 
ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಖಿ [NY 4 
x+y" -6x-6y+4=0, x+y -2x-4y+3=0 ಮತ್ತು 


x+y +2x+2y+1=0 ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x+y +4x47=0, 2x +2y +3x+5y+9=0 ಮತ್ತು 
x+y +೪ =0 ಈ ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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6. xX +y -8x+4y42=0 ಮತ್ತು x +y+2x-6y+2=0 
ವೃತ್ತಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3 x+y -4x-6y+12=0 ಮತ್ತು 5(x°+y)- 8x 
—l14y-32=0 ವೃತ್ತಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


5.5.1 ಲಂಬ ವೃತ್ತಗಳು 


ಛೇದಿಸುವ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ 


) 


ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವನ್ನು”'ಪೃತ್ತಗಳ 
ನಡುವಿನ ಕೋನವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ, ನಡುವಿನ 
ಕೋನವು ಲಂಬಕೋನವಾದರೆ ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬವೃತ್ತಗಳೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ 


5.5.2 ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬವೃತ್ತಗಳಾಗಿರಲು ನಿಬಂಧನೆ 


S 
ಛೇದಿಸುವ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


pe +y +2gx+2fy+G =0 
ಮತು 


x+y +2gx+2fy+c,=0 


ಚಿತ್ರ 5:20 
ಆಗಿರಲಿ. ಇವುಗಳ ಕೇಂದ್ರಗಳು A(-£.- 1) ಮತ್ತು B(-83.-f)) 


ಚಿತ್ರ 5.20ರ ಆಧಾರದ ಮೇರೆಗೆ 


ಮತ್ತು BC = 1/4 + ¥E = 


ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳು € ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ ಮತ್ತು ಇವುಗಳು ಲಂಬವೃತ್ತ 
ಗಳಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಸAಔC೦ ಲಂಬಕೋನ ತ್ರಿಕೋಣದಲ್ಲಿ ಫೈಥಾಗಾರಸ್‌ 
(ಬೌಧಾಯನ) ಪ್ರಮೇಯದಂತೆ 


AB? =AC"+ BC" 
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ಅಂದರೆ 
(p+) +C-h+ A) =(e’ +f -a)+ (+85 0) 


ಅಥವಾ 2g8, + 2fify=ci+0c 


ಸೂಚನೆ: ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ಯಾವುದೇ ವೃತ್ತದ 
ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುವು ಆ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷದ ಮೇಲಿರುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


|. x+y +2x-4y+5=0 ಮತು x+y -6x+4y-19=0 
ಈ ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬವೃತ್ತಗಳೆಂದು 2 


Gl b 
9) 
[<) 
[© 
pI 


ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 
(-8. 7) 3-12) ಮತ್ತು (-£g-8)3 0,2). 
ಬವೃತ್ತಗಳಿಗಿರುವ ನಿಬಂಧನೆ: 

Leth h=c +c, 


ಆದರಿಂದ, 
288+ 2h =AD-H+A-22)=--8=-14 (10) 
ಮತ್ತು c1+0=5೨-19=-14 | 2 


(1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬವೃತ್ತಗಳೆಂದು ನಿರೂಪಿತವಾಗುತ್ತದೆ. 


2. x+y -x+22y+3=0 ಮತ್ತು x+y +7x+6y+c=0 
ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬವೃತ್ತಗಳಾದಲ್ಲಿ ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯರಿ. 


2882+ 2ffh=c +c, 


4-37] +210)3)=3+e ಅಥವಾ KU 
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3. ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ಮತ್ತು 
4 + y” +8x+4y-6=0 ಹಾಗೂ 


xX +Y +2x+6y+1=0 
ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು 
x+y +2ex+2f=0 (°c=0) 
ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವುದರಿಂದ 


28(4)+28(2)=0-6 ಮತ್ತು 260+2f0)=0+1 


| 
ಈ ಸ ಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದಾಗ € --| ಮತ್ತು! = y: 


y -2x+0Yy-3=0 ಈ ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ 
ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ ್ಲು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


x+y +2x+4y+1=0 pM) 
Py +34 =0 kz) 
x+y —2x+6y-3=0 583) 


5 
(1) ಮತ್ತು (೧) ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಕವು, ೫-5 


(1) ಮತ್ತು (3) ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವು, 2%- } +2 0 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
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S 
ಆದ್ದರಿಂದ ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರವು (37) 


ನಮಗೆ ಬೇಕಾಗಿರುವ ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಯವು ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರದಿಂದ 
ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಉದ್ದಕ್ಕೆ 


ಯಾವುದೇ ದತ್ತ ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 
ಸಮನಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಆದರಿಂದ, ತಿಜ್ಞ' 25 40450284 ಧನಿ! 
ಸ ಸಾ 4 | 4 


ಈಗ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು 


ಲ 


x+y =Sx-14y-34=0. 


ಅಭ್ಯಾಸ 5.5 


x+y -8x-6y+21=0 ಮತ್ತು x+y -2y-15=0 

ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 

ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ: ಛೇದಿಸುವ "ವೃತ್ತದ 
೨ 1 ei ಬ 


NS) 


ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(i) x+y +5x-2y+4=0 
(ii x+y +2x+4y+1=0 
(ii) x+y +4x+4y-1=0 
ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಕೇಂದ್ರವುಳ್ಳ ಮತ್ತು ೫'+)'-8y+12=0 


ಹಾಗೂ ೫'+)'-4x-6y-3=0 ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ 
ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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10. 


(2,3) ಮತ್ತು (5,6) ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಕೇಂದ್ರಗಳುಳ್ಳ ಮತ್ತು 
ಒಂದಕ್ಕೊಂದು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ 
ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

x+y -6y+1=0 ಮತ್ತು ೫ + -4y+1=0 ವೃತ್ತಗಳನ್ನು 
ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ಮತ್ತು 3೫+4y+5=0 ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

x+y +2x-2y-2=0 ಮತ್ತು x +) +6x-4y+4=0 
ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ಮತ್ತು 4x-3y+3=0 
ಸರಳರೇಖಬೆಯ ಮೇಲೆ ಕೇಂದ್ರವನ್ನುಳ್ಳ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

x+y +4x+6y +7 =0ವೃತ್ತವನ್ನು 'ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ 
ಮತ್ತು ಕೇಂದ್ರವು (3,4) ಆಗಿರುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

x p- vy +2gx+2fy+c=0 ಮತ್ತು 

x+y +28x+2fy+c=0 

ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುವಿನ 
ಬಿಂದುಪಥವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(0. 4) ಮತ್ತು (0, -4) ಈ ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ 
ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳು ಮತ್ತು y) =mx + ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ 


ಈ ವೃತ್ತಗಳು c”=a"(2+m’) ಆದರೆ ಮಾತ್ರ ಲಂಬವಾಗಿರುತ್ತವೆ 


ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ, ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುವು 

ce. 2 
ಸ4+y=4 ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ ಹಾಗು x+y" -4 
2೪+4=0 8 ವೃತ್ತವನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(GL ಕನ್ನ 
au 
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ಅಧ್ಯಾಯ 6 
ಶಂಕುಜಗಳು 


6.1 ಶಂಕುಜಗಳ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ 


ಒಂದು ಪೊಳ್ಳಾದ ಲಂಬವೃತ್ತೀಯ ಶಂಕುವನ್ನು ಸಮತಲವೊಂದರಿಂದ 
ಕತ್ತರಿಸಿದಾಗ ಬರುವ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳನ್ನು ಶಂಕುಜಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ 
ಸಮತಲವು ಶಂಕುವಿನ ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ ಅದರಿಂದ ಉಂಟಾಗುವ 


<L 


ಶಂಕುಜವನ್ನು ವೃತ್ತವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಶಂಕುವಿನ ಅಕ್ಟದೊಂದಿಗಿ 
ಸಮತಲದ ಬಾಗುವನ್ನು ಬದಲಾಯಿಸುವ ಮೂಲಕ ವಿವಿಧ ಶಂಕುಜ 
ವಕ್ರರೇತ೨ ಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. ಅವುಗಳನ್ನು ಪರವಲಯ 
(ಪೆರಬೊಲಾ), ದೀರ್ಪವೃತ್ತ (ಎಲಿಪ್ಸ್‌), ಅತಿಪರವಲಯ (ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾ) 
ಎಂದು ವರ್ಗೀಕರಿಸಲಾಗಿದೆ. 


ನಿರ್ದೇಶಕ ರೇಖಾಗಣಿತದ ಪ್ರಕಾರ ಶಂಕುಜವನ್ನು, ಚಲಿಸುವ 


ಬಿಂದುವಿನ "ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಇರುವ ದೂರ ಮತ್ತು ಒಂದು 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಸರಳರೇಖೆಯಿಂದ ಇರುವ ದೂರದ ವಿಷ್ಟತ್ತಿಯನ್ನು 


(ಪ್ರಮಾಣವನ್ನು) ಸ್ಥಿರವಾಗಿ ಹೊಂದಿರುವ ಬಿಂದುವಿನ ಬಿಂದು ಪಥಧವೆಂದು 
ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 


[8 
ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು ಚಾಲಕ (ಡೈರೆಕ್ಟಿಕ್ಸ್‌) ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಸಿರ 
ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯನ್ನು ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


P ಯಾವುದೆ ಚಲಿಸುವ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. Sಅನ್ನು ನಾಭಿಯಾಗಿಯೂ, 
d ಅನ್ನು ಚಾಲಕವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸೋಣ (ಚಿತ್ರ 6.1). 
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PM ಚಾಲಕಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿರಲಿ. 


ಶಂಕುಜದ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯಂತೆ, fo phi: M /’ 
PM 
ಒಂದು ಸ್ಲಿರಪ್ರಮಾಣವಾಗಿರಲಿ. $ 
€ ಅನ್ನು ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ (ಎಕ್ಷೆಂಟ್ರಿಸಿಟಿ) ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
d ಚಿತ್ರ 6.1 
(1) =1 ಆದಾಗ, ಶಂಕುಜವನ್ನು ಪರವಲಯ(ಪೆರಾಬೊಲಾ) ಎಂದೂ, 


1)" €e<1 ಆದಾಗ, ಶಂಕುಜವನ್ನು ದೀರqವೃತ್ತ(ಎಲಿಪ್ಸ್‌) ಎಂದೂ, 
a) e >"1 ಅದಾಗ ಶಂಕುಜವನ್ನು ಆತಿಪರವಲಯ(ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾ 
ಎಂದೂ ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. 


6.2.1 ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಪ್ರಮಾಣಪೂರ್ಣ ಸಮೀಕರಣ 


ಯಾವ ಶಂಕುಜದ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ | ಆಗಿರುತ್ತದೆಯೋ ಅಂತಹ 
ಶಂಕುಜವನ್ನು ಪೆರಾಬೊಲಾ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


* ಚಿತ್ರ 6.2ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ P(% ೪) ಎಂಬುದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿನ 
ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಈ ಬಿಂದುವು 4 ಚಾಲಕದಿಂದಲೂ, 8 
ನಾಭಿಯಿಂದಲೂ ಸಮದೂರದಲ್ಲಿ ಚಲಿಸುತ್ತದೆ. 
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PM ಸರಳರೇಖೆಯು ಚಾಲಕಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿರಲಿ.. $ ಮುಖಾಂತರ 52 
ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು ಚಾಲಕಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. ೮7-4 ಎಂದಿರಲಿ. ಸ 
ಎಂಬುದು 57ನ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 5A -AZ7 -೩ ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


ಸಿಅನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದುವಾಗಿ ಇಟ್ಟುಕೊಂಡು ಸಸA%'ಅನ್ನು -ಅಕ್ಸ 
ವೆಂದೂ, XAY'ಅನ್ನು ೪-ಅಕ್ಷವೆಂದೂ ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. Pಿಯಿಂದ *- 
ಅಕ್ಸಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ PN ಎಳೆಯಿರಿ. 

Aಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (0, 0) ಮತ್ತು ನಾಭಿ 8 ಬಿಂದುವು x-ಅಕ್ಟದ 
ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ ಅದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (0 0) ಎಂದಾಗುತ್ತವೆ. 
ಪೆರಾಬೊಲಾದ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯಂತೆ ? ಬಿಂದುವಿನ ಬಿಂದುಪಥದ ನಿಬಂಧನೆ 

SP= PM eಧಥವಾ SP” =PM" 
ಅಂದರೆ (x-a)” + y =(x+a) 
ಅಥವಾ y' -4೩x 
ಇದು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಪ್ರಮಾಣಪೂರ್ಣ ಸಮೀಕರಣ 


6.2.2 ಪೆರಾಬೊಲಾ y' -4॥ ನ ಲಕ್ಷಣಗಳು 


1. x ಮತ್ತು y೪'ಗಳಿಗೆ ವಿವಿಧ ಬೆಲೆಗಳಿಗನುಗುಣವಾಗಿ ಈ ಸಮೀಕರಣವು 
ಬಲಗಡೆಗೆ ಮುಚ್ಚಿರದ ಅನಂತ ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಚಿತ್ರಿಸುವುದು. 


2. AX ಅನ್ನು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಅಕ್ಷವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 
3. ಈ ವಕ್ತರೇಖೆಯು -ಅಕ್ಷದ ಎರಡೂ ಬದಿಯಲ್ಲಿ ಸಮಾಂಗವಾಗಿರುವುದು. 


4. ಚಿತ್ರ 62ರಲ್ಲಿ A ಬಿಂದುವನ್ನು ಶೃಂಗವೆಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು 
ಮತ್ತು ಅದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (0. 0) ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 


5. 8 ನಾಭಿಯು ೫-ಅಕ್ಸದ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ ಅದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 
(a, 0) ಆಗುತ್ತವೆ. 


6. 4d ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣವು x - -4a ಅಂದರೆ x + a = 0 
ಎಂದಾಗುವುದು. 
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6.2.3 ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ 
[9 
ಪೆರಾಬೊಲಾದ ನಾಭಿ ಮೂಲಕ x-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲ್ಲಟ್ಟ 
ಜ್ಯಾ ಅನ್ನು ನಾಭಿಲಂಬ (ಲ್ಯಾಟಸ್‌ ರೆಕ್ಟ್‌ಂ) ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


Y 


ಚಿತ್ರ 6.3 

I ಇ pe ಎ ಲ್‌ ಎ oS 
ಚಿತ 63ರಲಿ :LSL' ನಾಭಿಲಂಬವನು ಪತಿನಿಧಸುತದೆ..., ಡಿ: ಮತು 1! 
J [ee = ಸ, pf, 
ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುಗಳು ಆಗಿರುವುದರಿಂ ಅವುಗಳ 


ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ (4 51) ಮತ್ತು (4 -8L) ಎಂದಾಗುವುದು. 


L(a, SL) ಬಿಂದುವು ೪” -40x ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ 
(SLY = 4a.a ಅಥವಾ SL = 20 ಆಗುವುದು. 


ಆಗ ನಾಭಿಲಂಬ ಓ೬L' -4೩ ಆಗುವುದು. 


L ಮತ್ತು 1'ಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ (೧, 20) ಮತ್ತು (01 -2) 


ಆಗುವುವು. 54  ರೇಖಾಖಂಡವನ್ನು ನಾಭಿಲಂಭಾರ್ಧ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಸೂಚನೆ: ನಾಭಿ (0, 0) ಮತ್ತು P(x, ೪) ಬಿಂದುವಿನ ನಡುವಿನ ಅಂತರವನ್ನು 
ನಾಭಿದೂರವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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6.2.4 ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಇತರ ರೂಪಗಳು 


ರೆರಾಬೊಲಾದ y =-4ax x =d4ay|x=-4ay 
ಸಮೀಕರಣಗಳು ಚಿತ್ರ (6.4) ಚಿತ್ರ (6.5) | ಚಿತ್ರ (66) 
ರಾಬೊಲಾದ ಅಕ್ಷ u y=0 x=0 x=0 


(೧ ಅಕು |0-ಅಕ್ಸು| 0- ಅಕ್ಸು 


COON EN 


ನಾಭಿ ಲಂಬದ ಎರಡು (-a, £24) (2a, a) | (£2a, -a) 
ತುದಿಗಳು 
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a 


(3) x =-—4y (4) (y-k) = 4a(x —b) 


ಚಿತ್ರ 6.6 ಚಿತ್ರ 6.7 
6.2.5 ಪ್ರಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


3 } 
x=at, y=2a ಈ ಎರಡೂ ಸಮೀಕರಣಗಳು Jy =4ax 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ತೃಪ್ತಿಪಡಿಸುವುದರಿಂದ ಇವುಗಳನ್ನು ಪೆರಾಬೊಲಾದ 


po 


ಪ್ರಮಿತೀಯ(ಪ್ಯಾ ರಾಮೆಟ್ರಿಕ್‌) ಸಮೀಕರಣಗಳೆಂದು ಕರೆಯಲಾಗುವುದು. 


(EL 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1. ನಾಭಿಯು (1, -1) ಮತ್ತು ಚಾಲಕವು * +೬ ೪ + 7 - 0 ಆಗಿರುವ 
ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 
P(x, y) ಪೆರಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ 
ಮತ್ತು $ ನಾಭಿಯಾಗಿರಲಿ. PM ಅನ್ನು ಚಾಲಕಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆದಾಗ 
ಪೆರಾಬೊಲಾದ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯ 


SP=PM = SP°=PM" 


p > X+*V+7 ಗ] 
ಅಂದರೆ, (x-1+(0y+1) =| ಸಾ 
ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ, ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವು 


x+y .-18x-10y-45=0 
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2. y=ax+bಪೆರಾಬೊಲಾದ | ನಾಭಿ, ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ ಮತ್ತು 
ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


” 
y =ax+tbh 


= 1) 


ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು (}-॥)' -4೩(x-) ನೊಂದಿಗೆ 
ಹೊಲಿಸಿದಾಗ 


b a 
ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣ, x+-=--- 
a 


ಅಥವಾ 4axr+a +4b =0 


3. y'=8x ಪೆರಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ-ನಾಬಿಡೂರ 
8 ಆದರೆ ಆ ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (॥,. ೫) ಆಗಿರಲಿ. 


y'=40x ನೊಂದಿಗೆ ಹೋಲಿಸಿದಾಗ 
40a=8=a=2 
ನಾಭಿದೂರ =8 


ಅಂದರೆ, ೫ +೩8 
ಅಥವಾ x -8-2=6 
(೫, y,)) ಬಿಂದುವು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ 
y =8(6) ಅಥವಾ y,-೬483 
ಆದ್ದರಿಂದ ಅಂತಹ ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (6, £43). 
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4. 


(1) 


(11) 


y” =36x ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲೆ x ನಿರ್ದೇಶಕದ ಮೂರರಷ್ಟಿರುವ 
y ನಿರ್ದೇಶಕವನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಬಿಂದುವೊಂದನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


P(x,3x) ಬಿಂದುವು y' -36x ಮೇಲಿನ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ 
ಆಗ (4) de 


Ox’ = 36x > x =4 
ಆದ್ದರಿಂದ 4 y =+12 


” P=(4, +12). 
ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಪೆರಾಬೊಲಾಗಳ ನಾಭಿ, ಶೃಂಗ, ನಾಭಿಲಂಬ 


ಎರಡು ತುದಿಗಳು ಮತ್ತು ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(i) y -4y+4x=0 (ii) x -8x+2y+7=0 
y -4y=-4x 
1.€., y —4y+d=-4x+4 


ಅಥವಾ (v—2) =-—4(x-l)=a=l 
ಈ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಶೃಂಗ (1.2) 

ನಾಭಿ (h-a,k) * (0,2) ಮತ್ತು 

ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣ: x-1=1 1¢., x-2=0 
ನಾಭಿಲಂಬದ ತುದಿಗಳು, (h-a, kt2a) =(0, 2+2) 
ಅಂದರೆ (0. 4) ಮತ್ತು (0. 0) 


x” —8x+2y+7=0 
ie.) x” -8x+16=-2y-7+16 

R 9 | 
ಅಥವಾ (x4) --2(y-3)wa=3 


4. A Mp, 
ಶೃಂಗ (h.k) ೫ ep. 
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A | 
ನಾಭಿ *(h,k -೩) -(43 3) =(4.4) 


9 A 
ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣ ys y=5 


ನಾಭಿ ಲಂಬದ ಎರಡು ತುದಿಗಳು (h+2a.k -a) 


[4213-1] 
RS: 


ಅಂದರೆ (1) (5,4), (11)(3, 4) 


6. (0.b) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 'ನಾಭಿಯನ್ನು- ಮತ್ತು ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣವು 


ಸಣ Vy ೮ —. > 
+=] ಆಗಿರುವ ಪೆರಾಚೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
a b 


ಶಿವಿ 
SP” SRM 
fy ? b + po by 
REG pate PE ) 


(A a”) 


ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವು 


ax —2Zabxy+b y —2ax-2by+a' +b +a b’ =0 


ಈ 
್‌ 


7. ನಾಭಿಲಂಬದ ತುದಿಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (2, -1) ಮತ್ತು (2, 


ಆಗಿರುವ ಪೆರಾಟೊಲಾ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಇ. CRS 
ನಾಭಿಲಂಬದ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವೇ 


ನಾಭಿ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಅದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 


ಚಿತ್ರ 6.8 
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ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ 


=4a=/(2-2)"+(5 +1) 


— (6) ೬ 


ಚಿತ್ರ 6.8ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ ಎರಡು ಶೃಂಗಗಳಾದ ೪, ಮತ್ತು ೪. 
ಇವುಗಳಲ್ಲಿ V, ಶೃಂಗವು ನಾಭಿಯ ಎಡಭಾಗಕ್ಕೂ ೪; ಶೃಂಗವು ನಾಭಿಯ 
ಬಲಭಾಗಕ್ಕೂ ಇರುತ್ತವೆ. ಅವುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು: 


ಅಭ್ಯಾಸ 6.1 


1. ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಪೆರಾಬೊಲಾಗಳ ನಾಭಿ, ಶೃಂಗ, ನಾಭಿಲಂಬ 
ಎರಡು ತುದಿಗಳು ಮತ್ತು ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
> 
l. y =20%x 
23x +2y=0 


£ y” =4x-2yK3 


/0| 
1 
1. ಶೃಂಗವು (0. 0) ಮತ್ತು ಅಕ್ಷವು y-ಅಕ್ಷವಾಗಿದ್ದು [2] ಮೂಲಕ 


ಹಾದು ಹೋಗುವ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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( 


ನಾಭಿಯು (3, -4) ಮತ್ತು ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣವು x—y+5=0 
ಗಿರುವ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


G 


3. y? =8xಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುವಿನ) ನಾಭಿದೂರವು 4 
ಆಗಿದ್ದರೆ ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

4, ನಾಭಿಲಂಬದ ಎರಡು ತುದಿಗಳು (6. 7) ಮತ್ತು (6. -)) ಆದರೆ 
ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


5. ಚಾಲಕದ. ಸಮೀಕರಣವು y=) ಮತ್ತು ಪೆರಾಬೊಲಾದ. ಅಕವು 


© 
x=1 ಹಾಗೂ ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ 10 ಮಾನಗಳಷ್ಟಿರುವ 
ಪೆರಾಟೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವ ನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. ' 


6.3.1 ದೀರ್ಪ ವೃತ್ತದ ಪ್ರ ಮಾಣಪೂರ್ಣ ಸಮೀಕರಣ 
ಐಕ್ಯಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆ ಇರುವ ಉತ್ಯೇಂದ್ರತೆಯುಳ್ಳ ಶಂಕುಜಗಳು 
ರ್ಭವೃತ್ತವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಚಿತ್ರ 6.9 
5S ನಾಭಿಯಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು 4 ಚಾಲಕವಾಗಿಯೂ ಹಾಗೂ ಆ 


ದವೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ವದ ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆಯೂ ಆಗಿರಲಿ. ಡೆ, ಚಾಲಕಕ್ಕೆ 82 ಲಂಬವಾಗಿ 
ಎಳೆಯಿರಿ (ಚಿತ್ರ 6.9). 
$Z ಸರಳರೇಖೆಯು A ಮತ್ತು A' ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಕ್ರಮವಾಗಿ ಅಂತರೀಯ 


ವಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು ಬಾಹ್ಯವಾಗಿಯೂ ಆ : 1 ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯಿಂದ ವಿಭಜಸಲಿ. ಅಂದರೆ 
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AA’ = 2a ಆಗಿರಲಿ. (ಯು Aಪಸ'ನ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಅನ್ನು 
ಮೂಲ ಬಿಂದುವಾಗಿಟ್ಟುಕೊಂಡು (2 ರೇಖೆಯನ್ನು x-ಅಕ್ಷವಾಗಿಯೂ, CY 
ರೇಖೆಯನ್ನು y-ಅಕ್ಟವಾಗಿಯೂ ಎಳೆಯಿರಿ. 

ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳಿಂದ 
SA -€AZ2 ಮತ್ತು $SA'=€A'Z £42) 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಈ (೦) ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಸಂಕಲನ ಮಾಡಿದಾಗ 

SA + SA'= [AZ + A'Z| 

ಚಿತ್ರದ ಆಧಾರದ ಮೇರೆಗೆ 


AA'=e[CZ -—-CA+CA'+CZ| 


ಅಥವಾ AA'= e|2CZ | CCA CA') 

ಅಂದರೆ Za=2eCE 

ಅಥವಾ CZ=- RAH 
' 


ಇದೇ ರೀತಿ (2) ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ವ್ಯವ ಲಿಸಿದಾಗ 


SA'-SA =| A'Z— AZ] 
ಅಂದರೆ CA'+CS - CA + CS = e(AA') 
ಅಂದರೆ 2CS = e(2a) 


ಅಥವಾ CS =ae (4) 
5S ನಾಭಿಯು ೫x-ಅಕದ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ ಅದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 


S =(4e,0) 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲಿನ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನ ಬಿಂದುಪಥದೆ ನಿಬಂಧನೆಯು 


SENT, 


=e (e <1) 
PM 


ಆಂದರೆ SP=ePM 


ಅಥವಾ SP? =€NZ".=e"(CZ -CN)’ 
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2 
a 

ಸಮೀಕರಣ (3)ನ್ನು ಬಳಸಿದಾಗ (x-ae)” + y” ಷಾ (5) 
e 


Meg 2 
ಅಥವಾ x *a€ -2xae ty =ex -2aex+ta 


ಆಥವಾ x 1-e”)+y =a (1-e”) 


ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪದವನ್ನು ೩(1-€”)ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


ಥವಾ NS (5) 


(6 


ಸಮೀಕರಣ (5)ರಲ್ಲಿ ರ? -೩(1-€”) ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗಿದೆ. 


ಸಮೀಕರಣ (5)ಅನ್ನು ದೀರ್ಪವೃತ್ತದ ಪ್ರಮಾಣಪೂರ್ಣ ಸಮೀಕರಣವೆಂದು 
ಪರಿಗಣಿಸಲಾಗುವುದು. 


2 


KE ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಲಾಕ್ಟಣಿಕಗಳು 
a" 


> 

ಇದರಲ್ಲಿ ನ ಬೆಲೆಯು ಗಿಂತಲೂ ಕಡಿಮೆ ಇರುತ್ತದೆ. ೪ನ ಉತ್ಪನ್ನವು 
52 

y = 1b [5 . ಇದರಲ್ಲಿ ॥ನ ಬೆಲೆಯು ಗಿಂತಲೂ ಕಡಿಮೆ 

ಬೆಲೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ, ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅಂಶಗಳನ್ನು 

ಗಮನಿಸಬಹುದು. 
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3. ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತವು -ಅಕ್ಷವನ್ನು A ಮತ್ತು A' ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 
ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. AA'ಅನ್ನು ದೀರ್ಫಾಕ್ಸವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಮತ್ತು A'ಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ (0 0) ಮತ್ತು (-೩, 0) 


ಆಗಿರುತ್ತವೆ. ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತವು ೪-ಅಕ್ಸವನ್ನು ೫B ಮತ್ತು ೫ 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. BB’ ಆನ್ನು ಹ್ರ ಸ್ಟಾಕ್ಷ ವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 8 ಮತ್ತು B'ಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ (0, b) 
ಮತ್ತು (0, -ರ) ಆಗಿರುತ್ತವೆ. AA' - 20 ಮತ್ತು BE = 2b 


ಆಗಿರುತ್ತವೆ. ಮತ್ತೊಂದು ಗಮನಿಸಬೇಕಾದ ಅಂಶವೆಂದರೆ ಮೇಲೆ 
ಸೂಚಿಸಿರುವ ದೀರ್ಫ್ಪವೃತ್ತದಲ್ಲಿ (> ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 

4. $8 ಮತ್ತು 8'ಗಳನ್ನು ದೀರ್ಶವೃತ್ತದ ನಾಭಿಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಅವುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ (16. 0) ಮತ್ತು (-0, 0) 
ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 


5, 4. 4 ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ದೀರ್ಫ್ಪವ 


GL 
31 
5 
6; 
dL 
ಜ| 
ಲಿ 
O 
H 
co 
i 
(4 
9 


a 
ಅವುಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು ೫-- ಮತ್ತು x=---. 
e 
6. ಎರಡು ನಾಭಿಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರ 858' - 24 ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಅದೇ 


2 
ರೀತಿ ಎರಡು ಚಾಲಕಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರ 22'=- ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
¥ 


[2 bt 
7. ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನು €- 1 ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
(1 


6.3.3 ನಾಭಿ ಲಂಬದ ಉದ್ದ 

ಚಿತ್ರ 6. 10ರಲ್ಲಿ LiL) ಜಾ ಜ್ಯಾವು $5 ನಾಭಿಯು ಮೂಲಕವೂ, LL ಜ್ಯ 
5’ ಮೂಲಕವೂ *-ಅಕ್ಸಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿರಲಿ. 15;ಅನ್ನು ಮತ್ತು [8'L 
ಅನ್ನು ನಾಭಿಲಂಬಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 1) ಮತ್ತು 1; ಬಿಂದುಗಳು 
L.SL; ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ ಅವುಗಳ -ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ೩ 


ಎಂದಾಗುತ್ತವೆ ಮತ್ತು y-ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವಂತೆ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು: 
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pk] 
; he 
ದೀರ್ಫ್ವವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ೫-0೯ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 
> 2 ಕಾರಣ, 
ae Ra 
ep b =a (1-e”) 
pi] 7 7] 5) 7 b> b” M 
y =b(l=eywy =b} —=(1—e”) 
a a 


೨ 


ಅಥವಾ yt 


ಆದ್ದರಿಂದ ನಾಭಿಲಂಬಾಂತಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 


3 
ಮತ್ತು ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದದ ವ 4 4 oR 
WwW f F a 


ಅದೇರೀತಿ ಮತ್ತು 8' ನಾಭಿಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರ, $5'ವ 24. 
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ಸೂಚನೆ: 

(1) 58 ಮತ್ತು 8'ಗಳಿಂದ ದೀರ್ಥ್ವವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೆ 
ಬಿಂದುವಿನ ದೂರವನ್ನು "ನಾಭಿದೂರ'ವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಚಿತ್ರ 
6.11ರಲ್ಲಿ ಇರುವಂತೆ $P ಮತ್ತು $'ಿಗಳನ್ನು ನಾಭಿದೂರಗಳೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


[a 


ಖ್‌ ಮ ~ 
(2) ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನ ಮತ್ತು ನಾಭಿಗಳ 


ನಡುವಿನ ದೂರಗಳ ಸಂಕಲನವು ದೀರ್ಫಾಕ್ಸದ ಉದಕ್ಕೆ 


0 pe 
ಫ್‌ Uರಲ್ಲಿ +l 
NC 
ಸಮೀಕರಣವು ದೀರqವೃತ್ತವನ್ನು 
a 
ಪ್ರತಿ: ವಿಧಿಸುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲಿ ಗಮನಿಸಬೇಕಾದ 
ಅಂಶವೆಂದರೆ a <b ಆಗಿರುವುದು. 
ಈ ದೀರ್ವವೃತ್ತದ ಲಕ್ಷಣಗಳು: 
1. ನಾಭಿಗಳಾದ 8. $' ಮತ್ತು 


ದೀರ್ಫಾಕ್ಷ BB’ y-ಆಕ್ಸದ ಮೇಲಿರುತ್ತವೆ. 


] 


2. ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


[ b 
y= ಮತ್ತು y-ಾ--. 
© © 
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> 


ಮ ed 24 
3. ನಾಭಿಲಂಬದ ಉ »R ಕಾ 
4. ದೀರ್ಫಾಕ್ಷದ ಉದ್ದ 2b ಆಗಿರುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಹ್ರಸ್ತಾಕ್ಷದ ಉದ್ದ 24 
ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


bp” 3 
5, ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ, ಎ 


6.3.5 (h, k)ಅನ್ನು ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾಗುಳ್ಳ ದೀರ್ಪವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ 
C(h, k) ಬಿಂದುವನ್ನು ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾಗುಳ್ಳ ಮತ್ತು ॥- ಹಾಗೂ - 
ಅಕ್ಸಗಳಿಗೆ ಸಮಾಂತರವಾಗಿ 20 ಮತ್ತು 2b ದೀರ್ಫಾಕ್ಸ ಮತ್ತು 


ಹಸ್ಲಾಕಗಳನಾಗಿ ಹೊಂದಿದ ದೀರqವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣ 
ಖಲ ವಮ [= - 


(x-b)y (y-k)Y 
yr ere 
"/ bp” 
ನಾಭಿಗಳು (hte. Kk) 
(ಚಿತ್ರ 6.13) 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
|: 9x +25y'=225 Dದೀರ್ವವೃತ್ತದ 'ದೀರ್ಫಾಕ್ಸ, ಹ್ರಸ್ಲಾಕ್ಷ 


ಲ 
ಇ 
[oN] 


ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ, ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ, ನಾಭಿಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಮತ್ತು 
ಚಾಲಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
9x +25y = 225 ಮವನ 
2೮೪. 4 
ಈ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ೧0> 
ಆದ್ದರಿಂದ ದೀರ್ಫಾಕ್ಸದ ಉದ್ದ a= 2x5 =10 
ಹ್ರಸ್ಟಾಕ್ಷದ ಉದ್ದ 2b -2x3=6 
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a 


2 
ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ = 2b AE al 
3 a 5 ೨ 


Va’ «BE 


4 
ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ set ್ಯ; 


a 
ನಾಭಿಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು = (10, 0) * (14. 0) 


ಚಾಲಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು, x= +3 ಅಥವಾ ೩ ೬5 ] 
ಲ್ಲಿ 
2. 9x +25y -18x+100y-116=0 ದೀರ್ಪವೃತ್ತದ 


ಮಧ್ಯಬಿಂದುವನ್ನು ನಾಭಿಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ಚಾಲಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


9x +25} -18x+100y-116=0 
0x —18x+9+25y° +100) +100-225 =0 


ದರೆ, 9(x -1)” + 25(y +2)" =225 


(6 


ಅಥವಾ ಬ 
25 9 
x—h)  (y-KY 
ಇದು Re ಮಾದರಿಯಲ್ಲಿದೆ 
a” hb” 


ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು(h, k)= (1, -2) 
ನಾಭಿಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು * (htae k) =(1+4.-2) 
ಅಂದರೆ, ನಾಭಿಗಳು (5. -2) ಮತ್ತು (-3, -2) 


ಚಾಲಕದ ಸಮೀಕರಣಗಳು, x=॥h+ (4 =]+ 2 
€ 


ಅಥವಾ 4೫-29-0 ಮತ್ತು 4x+21=0 
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(2. 2) ಮತ್ತು (3, 1) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವ 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ದೀರಘ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವು, & ಎಂದು 
BR 


ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. 


ದತ್ತ ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವುದರಿಂದ, 


qt 


qt 


[< 


Ned 


_—— 
(9) 


l 
ಸಮೀಕರಣಗಳಲ್ಲಿ -್‌-p ಮತು 
FE: 


NT ST 


ಆಗ 4p+44q =| ಮತ್ತು 9p +4 = 


ಎರಡೂ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದಾಗ 


3 ಮತು i 
P= id 


ರಿಂದ ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ- ಸಮೀಕರಣವು": *--- 1 ಅಥವಾ 


3% +5y” =32 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ 


NO) 
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ಅಭ್ಯಾಸ 6.2 


ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ನಾಭಿಗಳನ್ನು ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಗಳನ್ನು 
ಮತ್ತು ಚಾಲಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

P ೧ gy) pe, £ £ 

A EN (11) 2X SY 


(iii) 9x +5y°—-30y=0 (iv) 4x +5y + 10y 7350 


ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ ಮತ್ತು (3.2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ” ನಾಭಿಯನ್ನು ಹಾಗೂ 


ಮ 


Vw] 


x=y+1=0 ಚಾಲಕವಾಗಿವುಳ್ಳ ದೀರ್ಪವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


P(2.7) ಮತ್ತು. 0(4.3) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ 


- ದೀರ್ವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ.- 


10. 


11. 


3x" +4y° +6x-8y=5 Oದೀರ್ಥವೃತ್ತದ' ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನು 
ಮತ್ತು ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
p) ~ -, pe ೧ ——ಂn — ~ ೧ ಮ 
ಒಂದು ದೀರqವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ, ಇಲಲ ಮತ್ತು ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ ಕ್ರಮವಾಗಿ 
— | ee — — 
(2. -—1). (1 -D: ಮತು - ಆದರೆ, ಆ ದೀರ್ಪವ್ಹತದ 
po] 4 ವಿ 


”, 
ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ 5೨ ಮತ್ತು ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ Pi 


ನಾಭಿಬಿಂದುಗಳು (1, 0) ಮತ್ತು (-1. 0) ಹಾಗೂ ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ 


ಇರುವ ದೀರqವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ೦ಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ನಾಭಿಬಿಂದುಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರವು 4 ಮತ್ತು ಚಾಲಕಗಳ ನಡುವಿನ 


ಅಂತರವು 20 ಇರುವ ದೀರ್ಫ್ವವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 

ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. | 

ಸಾಭಿ, ಶೃಂಗ ಮತ್ತು ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ (2.3). (4.4) 

ಲ | pe pee ~~ _—— » —) — AAA 

ಮತು - ಇರುವ ದೀರಘ್ವವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿದಿಯಿರಿ 
pe 7} pe 

ನಾಭಿಯು (-1, 1) ಮತ್ತು ಚಾಲಕ x-y+3=0 ಹಾಗೂ 


| 
ಉತ್ತೇೇ ದ್ರತೆ p ಇರುವ ದೀರ್ಫqವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


ಬಿಂದುಗಳ ಅಂತರವು 4 ಮತ್ತು ಚಾಲಕಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರ 
Mp4 ಇರುವ ದೀರ್ಪವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 
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6.4.1 ಹೈಪರ್‌ ಬೊಲಾದ ಪ್ರಮಾಣಪೂರ್ಣ ಸಮೀಕರಣ 
ಐಕ್ಯಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚಿನ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನುಳ್ಳ ಶಂಕುಜವನ್ನು ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾ 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


)> 
ಚಿತ್ರ 6.14 


ಚಿತ್ರ 6.14ರಲ್ಲಿ 58 ಬಿಂದುವು ನಾಭಿಯಾಗಿಯೂ, 4, ಚಾಲಕವಾಗಿಯೂ 
ಇರಲಿ. ಚಾಲಕ ಡ|ಗೆ 52 ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. 


A ಮತ್ತು A' ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 87 ರೇಖಾಖಂಡವನ್ನು ಅಂತರೀಯವಾಗಿಯೂ 


ಮತ್ತು ಬಾಹ್ಯವಾಗಿಯೂ €:1 ((>1)ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯಲ್ಲಿ ವಿಭಜಿಸಿ. 
A 
RS (1) 
As 1 
A' 
RARE SUI .. (2 
CA 


C ಬಿಂದುವು Aಸಿ'ನ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ ಮತ್ತು Aಸಿ'-2೩ ಆಗಿರಲಿ. 


C೦ ಬಿಂದುವನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದುವಾಗಿಟ್ಟುಕೊಂಡು, €X ಮತ್ತು €Yಗಳನ್ನು »- 
ಮತ್ತು -ಅಕ್ಷಗಳಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. ಸಮೀಕರಣ (1) ಮತ್ತು (2)ಅನ್ನು 
ಸಂಕಲಿಸುವುದರಿಂದ 
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SA + SA'= e(AZ + A'Z) 


ಅಂದರೆ, (CS — CA) + (CA'+CS) = eAA’ 


205 =206e ಅಥವಾ (05-4 ... 


ಅದೇ ರೀತಿ ಸಮೀಕರಣ (1) ಮತ್ತು (2)ಅನ್ನು ವ್ಯವಕಲಿಸಿದಾಗ 


SA'—SA =e(A'Z - AZ) 


ಅಂದರೆ, Aಸ'= €[CA'+CZ - CA + CZ] 


ಅಥವಾ 2-002) ಅಂಗ ಎ2 
€ 


P(x. ೪) ಹೆ.ಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವದೆ 
k ಟಿ ಲು 
SP 
ಹೈಪರ್‌ ಬೊಲಾದ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯಂತೆ, ——— =e. 
PM 


SP =ePM = SP” =e" PM" 


~~ Y 
> > > pg 

ಅಂದರೆ, (x-4e) + y- 4-2 | 
e 


p) 8. 5} ER. p) 
ಅಘವe x —2aextaec+y =ex -Zaex+ta 


ಅಥವಾ (€ -1)x - y” =a (e" —1) 


oy pA 
a (6-1) ನಿಂದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪದವನ್ನು ಬಾಗಿಸಿದಾಗ 


¥ ES 
PEN 
esate A) 

ಅಥವಾ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವು 


2 


ಸ], ಇದೆಲ್ಲಿ 8 


ಪೆಂಕುಜಗ್‌ಳು 


€ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 


=a(e? —1). 


" CA=CA’) 
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2 2 
6.4.2 ಪ್ರಾ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಮುಖ್ಯ ಲಾಕ್ಟಣಿಕಗಳು 


—1] 


X 
|. ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣದಿಂದ, ೪ನ. ಉತ್ಪನ್ನವು, ೪-30 - 


ಇದರಲ್ಲಿ ೫<0ಆದಾಗ y ಊಹ್ಯ ವಾಗಿರುತ್ತ ದೆ. ಆದರೆ x (> 4)ನ 


ನೈಜ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ೪ಗೆ ಒಂದೇ ಬೆಲೆಯುಳ್ಳ ಆದರೆ ವಿರುದ್ದ ಚಿಹ್ನೆಗಳು ಳ್ಫ 


ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳು ದೊರೆಯುತವೆ 


ಅದೇ ರೀತಿ ೪ನ ನೈಜ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಗೆ' ಒಂದೇ ಬೆಲೆಯುಳ ಆದರೆ 


ಲೆ ) 8 wd 
ವಿರುದ ಚಿಹ್ನೆ ಯ ಳ್ಳ ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 
[OY 
ಆದರಿಂದ ಈ ವಕರೇಖೆಯು ್ಗ-ಅಕ್ಷದೊಂದಿಗೆ ನಾಂಗವಾಗಿದೆ 
a 


" 4 p drips Jp ಕ | F | sf. ಮ 
VY +b ಆಗಿರುವುದರಿಂದ pe ಷೆ ) ಬ್ಲ 


tw 


ಖಾತಿ _ 3 
ಅನ್ನು ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಮ ಧ್ಯಬಿಂದುವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಆದ 


ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (0. 0) ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 


3..ಡ್ಹ ಮತ್ತು ೩ ಗಳನ್ನು ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಶೃಂಗಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ: 
ಇವುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (a4, 0) ಮತ್ತು A’'(—a. 0). 


AAಿ'= 20 ಅನ್ನು ಛೇದಕ ಅಕ್ಟವೆಂದು ಕರೆಂ ುತೇವೆ. 
ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ '೫'ವ 0 ಆದಾಗ ೪ 3-5: 


ಆಗುವುದು. ಇದರಿಂದ ೪ನ ಬೆಲೆಗಳು ಊಹ್ಯವಾಗಿರುತ್ತವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಈ 
ವಕ್ರರೇಖೆಯು y-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಛೇದಿಸುವುದಿಲ್ಲ. ಆದರೂ - ಅಕದ ಮೇಲೆ 
B'(0, -b) ಎಂದು ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳನ 
ಪರಿಗಣಿಸುತ್ತೇವೆ. BB'-2bಅನ್ನು ಅನುವರ್ತಿ ಅಕ್ಸವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


| 
R a +b? 13 Va’? +b 
4. ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ e= a+b | ee 


2 
a | a. 
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ಸ 


5. 5 ಮತ್ತು $'ಗಳನ್ನು ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ನಾಭಿಬಿಂದುಗಳೆಂದು 


ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಅವುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (4, 0) ಮತ್ತು (-46, 0). 


6. 4d, ಮತ್ತು ಡೆ;ಗಳನ್ನು ಚಾಲಕಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಅವುಗಳ 


pe 


6.4.3 ನಾಭಿ ಲಂಬದ ಉದ್ದ 
ನ ನಾಭಿಯ ಮೂಲಕ -ಅಕಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ L5SL ಜ್ಯಾವನ್ನು 
ನಾಭಿಲಂಬವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 1, ಬಿಂದುವು ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ 


ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ ಅದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (46, SL) ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ (ಚಿತ್ರ 


) 
ಚಿತ್ರ 6.15 


ಲ ಎ1 ಸಮೀಕರಣದಂದ 50-3 = “1 


) 2. > b” ಕಾರಣ, 
ಅಥವಾ SL =b' (0 =-))= | ಮ] 
[4 


b” ~ 
ಅಂದರೆ Sd p =(e"°—1)) 
[4 a 
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ಆದ್ದರಿಂದ 1, 1 ಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 


2 2 
pg ಮತ್ತು 1; 3| 4. ಹಾಗೂ 1 ಮತ್ತು 
\ a 


a 
— bp 
a 


b 
L ಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು [ ji ಮತ್ತು [ 
a 


26 
ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ [ಓಿL್ಮಿ -L[ 


ಸೂಚನೆ: ? ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಾದರೆ, ಈ 
ಬಿಂದು ಸ್‌ ನಾಭಿಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರವನ್ನು ನಾಭಿದೂರವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುವೊಂದರ 
ನಾಭಿದೂರ ಗಳ ವ್ಯವಕಲನವು ಸ್ಲಿರವೂ ಮತ್ತು ಅದು 2ಗೆ 


ಸಮನಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ S'P —- SP =2a (ಚಿತ್ರ 6.16). 
p 


ಚಿತ್ರ 6.16 


6.4.4 ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಇನ್ನೊಂದು ಮಾದರಿ 


ಛೇದಕ ಅಕ್ಷವನ್ನು y-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ ಹೊಂದಿರುವ 
ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾವನ್ನು ಪ್ರಮಾಣಪೂರ್ಣ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಅನುವರ್ತಿ 
(ಕಾಂಜುಗೇಟ್‌) ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ (ಚಿತ್ರ 6.17). 
ಇದರ RS 
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ಸಾ 


a” +b 


b 
ನಾಭಿ ಬಿಂದುಗಳು (0, ೬b). 


ಇದರ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ €= 


b 
ಚಾಲಕಗಳು, y=೬- 
€e 


8,B'ಗಳನ್ನು ಶೃಂಗಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಅವುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ¥ 

(0. b) ಮತ್ತು (0. -b). 
ಛೇದಕ ಅಕದ ಉದ -2b ಮತು 
[oN a 


5 
೧೫೧HAAN೧ A _— 0 
ಇಲಿ ಲಂದಬದಿ ಉದ್ದ = 
4 y 
ಚಿತ 6.17 
~~ 
ಸೂಚನೆ: 
$. p-, 
|. a= ಆದಾಗ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವು ೫-೫೪-4, 
ಅಂತಹ ಹೈಪರ್‌ ಬೊಲಾವನ್ನು ಲಂಬ(ರೆಕಾ ಧಂಗುಲರ್‌) 
ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ 
2 ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವನ್ನು (0, 0) ದಿಂದ -(h, ಹ) ಬಿಂದುವಿ 
ಸಳಾಂತರರಿಸಿದಾಗ, ಅದರ ಸಮೀಕರಣವು 
“ 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾಗಳ ಅಕ್ಸಗಳು, ಶೃಂಗಗಳು, 
ಉತ್ಯೇಂದ್ರತೆ, ನಾಭಿಗಳು, ಚಾಲಕಗಳು ಮತ್ತು ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(i) 9x -16y” =144 (ii) x —3y’ =-12 
» » pe 
i 9x -16y =MS-—-— =| 
5 16 9 
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ಇಲ್ಲಿ ೩ ಎ16 ಮತ್ತು ರ" ಎ9 
ಇ 4-4 ಮತ್ತುರb*-3 
ಛೇದಕ ಅಕ್ಸ 2೩-8 
ಅನುವರ್ತಿ ಅಕ್ಷ = 2b -0 


ಶೃಂಗಗಳು (x 0,0) (೬4,0) | 


Ja? Fy SE 5 


ತೇಂದ್ರತೆ ಷ್‌ 
pl a 4 


ನಾಭಿ ಬಿಂದುಗಳು '- (೬4. 0) - (£5. 0) 


a 
ಚಾಲಕಗಳು, ೫xಯ-, ೫51 
e 
2 
ನಾಬಿ ಲಂಬದ ಉದ್ದ = 
R a 


(ii) x -3y” =-12 » dE TF Ky 
4223 ಮತ್ತು bಿ-2 
ಛೇದಕ ಅಕ್ಸ = 2b ಜ್ಞ 
ಅನುವರ್ತಿಅಕ್ಷ 20-413 


ಶೃಂಗಗಳು, (0. ೬b) = (0. ೬2) 


Va” +b 12+4 


b wg 


mE ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ ಈ ಯ 


“ನಾಜಿಗಳು (0, ೬4) 


ಚಾಲಕಗಳು, Jy 4b = +| 
e 


» 


2a 
ನಾಭಿಲಂಬದ ಉದ್ದ --- -- =12 
b Fe 
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ಅಭ್ಯಾಸ 6.3 


2೬+ ೪=1 ಅನ್ನು” ಚಾಲಕವಾಗಿಯೂ; (4 2) ' ನಾಭಿಯಾಗಿಯೊ;' 


ಉತ್ಯೇಂದ್ರತೆಯಾಗುಳ್ಳ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


"ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೫-y=0 ವನ್ನು 'ಚಾಲಕವಾಗಿಯೂ, (4, 0) ನಾಭಿಯಾಗಿಯೂ ಮತ್ತು 
ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ 2 ಇರುವ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಕೆಳೆಗೆ. ಸೂಚಿಸಿರುವ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಅಕ್ಷಗಳು, ನಾಭಿಬಿಂದುಗಳ್ಳು, 


ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ ಮತ್ತು ನಾಭಿಲಂಬಗಳ, ಉದ್ದಗಳನ 
i, KY, ಎ : 4 6) 
p 


(i) 16x” -9y’ =144 (ii) ವ 


(iii) 25y -24x’ =600 (iv) x —3y’-4x-6y-11=0 


(v) 9X -16y +72x-32y-16=0 


Ww |\o 


ಇರುವೆ .ಹೆ.ಪರ್‌'ಬೆಣಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ." 


ವಾಚಿಗಳ ಆಂತರವು 20 ಮತು ಚಾಲಕಗಳ ನೆಡುವಿನ ದೂರೆ 


ಗ 
ಇರುವೆ ಹೆಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 
ನಾಭಿಗಳು (2, 0) ಮತ್ತು (-2, 0) ಇರುವ .ಮತ್ತು ಉತ್ತ್ಸೇಂದ್ರತೆ ನ 
ಇರುವ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 
(0, ೬7) ಶೃಂಗಗಳಾಗುಳ್ಳ ಮತ್ತು ಉತ್ಸೇಂದತೆ 
Ko — ಸವ, 
ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ನಾಭಿಯು (4, 0) ಮತ್ತು ಉತ್ಸೇಂದತೆ 


4x-—3y=a ಇರುವ ಹೆ.ಪರ್‌ಬೊಲಾ 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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6.5 ಶಂಕುಜಗಳ ಸ್ಪರ್ಶಕ ಮತ್ತು ಲಂಬಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


6.5.1 y=mx +c ಸರಳರೇಖೆಯು y'-4ಊ ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ 
ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರಲು ನಿಬಂಧನೆ 


y=mx + ಸರಳರೇಖೆಯು y” =4ax ಪೆರಬೊಲಾಕ್ಕೆ 
ಸರ್ಶಕವೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಈ ಸರಳರೇಖೆ ಮತ್ತು ಪೆರಬೊಲಾದ 
ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 


(mx +c)” = 4ax ಅಥವಾ m” 


x” +2x(mc—2a)+c” =(). 

ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳಿಂದ ಪಡೆಯಬಹುದು. ಇದು ನಲ್ಲಿರುವ ವರ್ಗ 
ಸಮೀಕರಣ ಮತ್ತು ೫ನ ಎರಡೂ ಮೂಲಗಳು ಐಕ್ಯವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
ಅದರ ಶೋಧಕವು ಶೂನ್ಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಅಂದರೆ 4(mc — 2a)” —4m’c” =0. 


a 

ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ, 0 = ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ c= 
m 

ಆದಾಗ y=mx+c ಸರಳರೇಖೆಯು ಪೆರಾಬೊಲಾದ 


p 


> 


a 
ಸರ್ಶಕವೆನಿಸುವುದು. ಸ್ಪರ್ಶ ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು [ 2am} 
m 


6.5.2 ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಮತ್ತು ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


4 
y'=4ax ದತ್ತ ಪೆರಾಬೊಲಾವಾಗಿರಲಿ. Py) ಪೆರಾಬೊಲಾದ 
ಮೇಲಿನ ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ. 


pd ee 
y°=4ax ಅನ್ನು ಅವಕಲಿಸಿದಾಗ 


ಪೆರಬೊಲಾಕ್ಕೆ Pನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವು 
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2a 
AN) ಅಥವಾ yy, = 2a(x + x) 


4 


ಇದೇ ರೀತಿ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣವು 


Jy-M ಸ್‌ 
x? y” 
6.5.3 y =mx + ಸರಳರೇಖೆಯು 3 ಸ =1 ದೀರ್ಫವೃತ್ತಕ್ಕೆ 


ಸ್ಪರ್ಶಕವೆನಿಸುವ ನಿಬಂಧನೆ 
y=mx+cಯು ದೀರ್ಫqವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರಲಿ. 


> 


ಸ | ಇವುಗಳ ಲೇದನ ಬಿಂದುಗಳನು 
ಕ 


hb 


ಆಗ y-ಗ+೭ ಮತ್ತು 


(mx + Cy” 
a” hb” 


ಈ ಸಮೀಕರಣದಿಂದ ಪಡೆಯಬಹುದು. ಇದನ್ನು ಸ್‌ರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ 


=] 


(am +b”)x’ + 2a mex+a’(c° —b)=0 


ಇದು ನಲ್ಲಿರುವ ವರ್ಗಸಮೀಕರಣ. ಇದರ ಎರಡೂ ಮೂಲಗಳೂ 
ಐಕ್ಯವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ಶೋಧಕವು ಶೂನ್ಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಆದ್ದರಿಂದ, 4a*m’c’ —4(a’m’ + b”)a’(c’ —b>)=0 


ಇದನು ಿ ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ c”=a’m’ +b” 


ಅಂದರೆ c= 44am +b” 


ಆದಾಗ ೪೫ -m*+೭ದೀರ್ಫqವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕವೆನಿಸುವುದು. 


6.5.4 ದೀರ್ವವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕ ಮತ್ತು ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣಗಳು 
P(x. y) ದೀರ್ಪವೃತ್ತದ ಮೇಲಿನ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 


ಈಗ ೨ 2 =1, ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಅವಕಲಿಸಿದಾಗ 
a’ 
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WU 
ಳು 
x3 


bx 
; (x1.¥1) ay 


ಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪ ಸರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವು 


4 
bp? 
Y= AEA) 
a 
ಬಿ 
= ayy Uy DIE KDY, 
! y) 
A Ne. y 
೨ಧವಾ - ್ನ : =] 
EE 


(© P(x.y) ದೀಘವ್ಯ 


WN 


ಹಾಗೆಯೇ ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣವು 


6.5.5 y=mx + ಸರಳರೇಖೆಯು 


[7] 


— 1 ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾಕೆ 
a bp ಲ y K p 


K : 
ಸ್ಪರ್ಶಕವೆನಿಸುವ ನಿಬಂಧನೆ 
a py. NC 1% 
y=mx+c; _—— =1 ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಸರ್ಶಕವಾಗಿರಲಿ 
| TMA, ; a 
ಆಗ ಸರಳರೇಖೆ ಮತು ಪ್ರಪಲ್ಸ್‌ದೊಲ್ಲಾಗಳೆ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳ 
x” (mx +c) ¥ 
—— =] ಈ ಸಮೀಕರಣದಿಕೆದ ಪಡೆಯಬಹುದು. 
a pb” 
ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ, 
(hb —m”a”)— 2mexa’ —a”(c’+b”)=0 ಆಗುತ್ತದೆ. 
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A 


ಇದು ನಲ್ಲಿರುವ ವರ್ಗಸಮೀಕರಣ. ಇದರ ಎರಡು' ಮೊಲಗಳೂ 
ಐಕ್ಯ್ಕವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಇದರ ಶೋಧಕವು ಶೂನ್ಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


| ಆದ್ದರಿಂದ 4m”ca” +4a”(b” — am” Yc” b”) =( 


ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ 
ಹ C=z MT ಆದಾಗ y-=ಉm+೭ ಸರಳರೇಖೆಯು 


ರ್ಶಕ ಮತ್ತು ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


7 )ಹೆ ಫರ್‌ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 


Ca 
in 
[N 
ೇ 
“u 
ಗ 
೨) 
J 
98 
eu 


——— =] ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಅವಕಲಿಸಿದಾಗ 
“Ms 
x 2y dy (dy) "3 
ಕಾ 3 7 4) ಗ ಗ SHE 
d sa. (dx) a y 
a hb” dx bed 
(೫೪) - ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ: " ಹಪರ್‌ಬೊಲಾಕ್ಗೆ ` ಎಳೆಯಲಟ,.' ಸರ್ಶಕದ 
ACL ಇ ಲಿ [- ಬ" ಬ 
ಸಮೀಕರಣವು 
b” x 2 ಎತ್ತಿ 242 
ANNE xx) ma M-asy =b{xx)=b x; 
a JY 
p. * 
ಮ  : \ 
ಅಥವಾ ತ a =] 
PY SR 
XX 1 
P(x. y): ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದು .". -l 
a b 
ಅದೇ ರೀತಿ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾಕ್ಕೆ, (೫೫) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 
2 
) ed AG 
ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣವು" YN 
) 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


|. 2y=5x+k ಸರಳರೇಖೆಯ y =6x 


ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ ಹಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
y=mx+cಯು 


ಪೆರಾಬೊಲಾವನ್ನು 


ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕವೆನಿಸುವ ನಿಬಂಧನೆ, 


k 2 6 
pe 
m 4 


2 512 5 


2 2 
HM: ; 
(6,0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ + 


ಸ =] ದೀರ್ಫವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 
ಸ್ಪರ್ಶಕ ಮತ್ತು ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


M, bp 


bh 


X Vy 


—+—=],ಈ ಸಮೀ 
36 


ಕರಣವನು ಅವಕಲಿಸಿದಾಗ 
9 8 


ಆದರಿಂದ (6.0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀ 
ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣವು ೪ 0. 


b 


(4, 10) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ' 9೫ ಪೆರಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಎರ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y” =9x ಪೆರಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಯಾವುದೇ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣ 
9 
y=mx+-— ಆಗಿರುತ್ತದೆ 
4m 


(ಕಾರಣ: 40-9. ಎ೨, ಸ್ಪರ್ಶಕದ ನಿಬಂಧನೆ ೭ ಹ Xe: 
m 
ಈ ಸ್ಪರ್ಶಕ (4,10) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವುದರಿಂದ 
10=m(4) + ತೇ 
4 


m 


16m” —40m+9=0 


> Ane 16m +0 


= (4m —9\4m —1)=0 
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ai 


9 1 
4 4 


ಆದ್ದರಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಎರಡು ಸಮೀಕರಣಗಳು 
(1) 4y =9x+4 (i1) 4y =x+36. 


2 
4. y =4ax ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ (೫.) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲಟ್ಟ 
M - 1>21 ಇ ಬ" 
2 
ಸ್ಪರ್ಶಕವು |---| ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲಟ್ಟ ಸರ್ಪಕ್ಕೆ 
x | ಬ ಬ" ಲು fe) 


ಲಂಬವಾಗಿರುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಈಗ, ಸಮೀಕರಣ (1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ 


| 2a [ AA 
mn =| —|-—|=-1 
Y 2a 


ಆದ್ದರಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುವುವು. 


Sy =4ax ಮತ್ತು x =4by ಈ ಪೆರಾಬೊಲಾಗಳಿಗೆ ಎಃ ಯಲ್ಪಟ್ಟ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ದತ್ತ y'-4೩0x ಮತ್ತು ೫-4) ಈ ಪೆರಬೊಲಾಗಳ ಛೇದನ 
ಬಿಂದುವು 
P= (4a /3523 403353) 


y? =4ax ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವು 
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yy, = 2a(x + x) ಆಗಿರುವುದರಿಂದ P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ 
ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವು 


yaa) 2ay(x + 4b”) 


3,213 
=> a x-2h'y+4a 5b =0 


6.46 ಮಹಾವೀರಾಚಾರ್ಯ್ಯನ ಕೊಡುಗೆ 
ಭಾರತೀಯ ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರ ದ ` ಇತಿಹಾಸದಲ್ಲಿ ದೀ ರ್ಫವೈತ್ತವ: 


ಚರ್ಚಿಸಿದ ಏಕೈಕ ಗಣಿತಜ್ಞನೆಂದ ನಮ್ಮ ಕರ್ನಾಟಕದವನೇ ಆದ ಪ್ರಖ್ಯಾತ 
ಜೈನ ಗಣಿತಜ್ಞ ಮಹಾವೀರಾಚಾರ್ಯ (ಕ್ರಿ.ಶ. 9ನೇ ಶತು) ಎಂಬುದು 


r° &. 


ಸ 


4 


oL 


— 


ನಮಗ್ಗೆಲಾ ಬಹಳ ಹೆಮ್ಮೆಯ ವಿಷಯಾ. 


ಆತನ ಗಣಿತ-ಸಾರ-ಸಂಗ್ರಹದಲ್ಲಿ ಮಹಾವೀರನು ಒಂದು 


ದೀರqವೃತ್ತದ (ಆಯವ 


[=& 
2 2 AE 
24h" +160" ಎಂಬುದಾಗಿ" 'ಕೊಟಿದಾನೆ." ಈ' `'ಸೂತವ್ರು ಪರಿಧಿಯ 


೬ 
ಸೂಲವಾದ ಬೆಲೆಯನು ಕೊಡುತದೆ. ವೃತದ ಪರಿಧಿಯನು ಕೊಡುವ 
) 4 ನ Yt ಭ್‌ 
21: ಎಂಬ ಸೂತ್ರವಿರುವಂತೆ ದೀರ್ಭವೃತ್ತದ' ಪರಿಧಿಯ ನಿಖರವಾದ 
ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕೊಡುವ ಸುಲಭವಾದ ಸೊತ್ರವು ಆಧುನಿಕ ಗಣಿತದಲ್ಲಿಯೂ 
ಇಲ ವೆಂಬುದು ಗಮನಾರ್ಹ | 


ಈ ಮೇಲಿಸಪ ಸೂತ್ರದಲ್ಲಿ n=/10 ಎಂಬ ಸೂಲ ಬೆಲೆಯನ್ನು 
ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನು ಬಳಸಿಕೊಂಡು 


ಎಂಬ ಸ್ಫೂಲಬೆಲೆಯ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಕೊಡಬಹುದು. 
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ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ಚರ್ಚಿಸಲು. ಮಹಾವೀರನಿಗೆ ಸ್ಫೂರ್ತಿ ಬಹುಶಃ 
ಪ್ರಾಚೀನ ಜೈನರ soci ಕೃತಿಗಳೆಲ್ಲಿ ಬರುವ “ವಿಷಮ 
ಚಕ್ರವಾಳ”'ದ ಪ್ರಸ್ತಾಪದಿಂದ ದೊರಕಿರಬಹುದು. 

ದೀಘ£ವೃತ್ತದ ಕೇತ್ತಫಲಪವಸ್ತು- ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಮಹಾವೀರನು 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸೂತ್ರವು ಸಮರ್ಪಕವಾಗಿಲ್ಲದೆ, ಸರಿಯಾದ ಸೂತ್ರವು: 


ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ ನ nab 


[oN 
ನಮ್ಮ ಸೂರ್ಯಮಂಡಲದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗ್ರಹವೂ ಒಂದು ದೀರ್ಧವೃ 
~~ ~~ 
ಪಥದಲ್ಲೇ ಚಲಿಸುತ್ತದೆ (ಕೆಪ್ಪ್ತರ್‌ನ ಮೊದಲನೇ ನಿಯಮ) 
6.7 ಶಂಕುಜಗಳ ಸಮಾನ ಗುಣವಿಶೇಷಗಳು 
|. y =4೩x ಪೆರಾಬೊಲಾದ ನಾಭಿ ಜ್ಯಾದ ತುದಿಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 
ಸರ್ಶಕಗಳು ಲಂಬಾಗಿರುತವೆ | 


ಜಾ ಮೌ ಫೆ We ಎನಾನ್ಲಾ ಬವ್ಯ ತಾರಿ ನ ತವೆ pS ಸ್ನ ¢ 
ಪರಾಬೊಲಾದ ನಾಬಿಯ ಮೂಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವ ಜದ ತುದಿಗಳು 
ವ ರಿ 
ಘೊ 5 ಧೊ _) ಶಿ pS pss ಎ 
A ಮತ್ತು ಆಗಿದು ಅವುಗಳನು I, ಮತು 1» WOW ಸನಚೆಸು EEK 
(9೪) ಎನೆ 


B 
ಅಂದರೆ As=(at ೭೩41) ಮತ್ತು B=(at;.2at,) b 


Zaty —"Zat > 
y— 24t, = ವ A) 


ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ ಉಂಟಾಗುವ ಸಮೀಕರಣ: 
ye +t)=2x+2Zatt, 
ಜ್ಯಾ AB ಯು ನ್ಯಾಭ್ಲಿಬಿಂದು (1,0ಮೊೂಅಕ; .ಹಾದು 
ಹೋಗುವುದಂಿಂದ 
Q=2a+ att, tity == x( H)- 
ಕ 1 
A ಮತ್ತು B ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಲಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಓಟವು -" ಮತ್ತು - 
k l, !) 
ಆದರಿಂದ ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣ (1)ರಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಲಂಬವಾಗಿರುವುದು 
ಸಾಧಿತವಾಗಿದೆ. 
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2. ದೀರ್ವವೃತ್ತದ ಮೇಲಿನ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನ ನಾಭಿದೂರಗಳ 
ಸಂಕಲನವು ದೀರ್ಫಾಕ್ಷದ ಉದ್ದ ಕೈ ಸಮನಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಚಿತ್ರ 6.18 


ಚಿತ್ರ 6.18ರಲ್ಲಿ $.8' ನಾಭಿಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲ್ಲಿ, ? ದೀರ್ಪವೃತ್ತದ ಮೇಲಿನ 


ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಚಿತ್ರದ ಆಧಾರದ ಮೇರಗೆ 
Ss 


PM 
S°P 


—— =e > SP=ePM 


-=¢=5'P=ePM" 


SP+S'P=e(PM + PM') 
=eMM' = ex[ಚಾಲಕಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರ] 


RS 43] = 2a 
e 


ie. SP+S'P=2a, ದೀರ್ಫಾಕ್ಷ 


3. ದೀರ್ಫವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಎರಡು ಲಂಬ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಛೇದನ 
ರ 


ಬಿಂದುವಿ Spe ಥ (ಡೈ 


P(x.y) ಲಂಬ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 
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[8] 


ಪ 


~ =] ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವು 


te 


} 


a" ೫ ಲ 
y=mxtVam +b. ಈ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು (೫. Y)) ಮೂಲಕ ಹಾದು 
ಫಾೋೀಗುವುದರಿಂದ 


> > 
y =myx £Vam +b 


B) p 8) 7 
(yy -mx)y =am +b 


> > 7 
= (x am —2Zxym+ yb =0 


ಈ ವರ್ಗಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ mನ ಎರಡು ಮೌಲ್ಯಗಳು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ 
ಒಟವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 


v) —b” 
2 —a” 


ಇದರ ಬೆಲೆಯು -1ಗೆ ಸಮನಾಗಿರು 


"ಲ 


? #8 ¥ ued ಷೆ NA 
SO ET yA BRE KEY =U Eh. 


ಈ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ (॥.೫) ಬದಲಿಗೆ (೫೩,೪) ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


x+y” =a +b” ಎಂದು P(r. ¥)ನ ಬಿಂದುಪಥ ದೊರಕುತ್ತದೆ. 


ಘೆ 7 ಳೆ 
ಈ ಸಮೀಕರಣವು ಒಂದು ವೃತ್ತವನು ಸೂಚಿಸುತದೆ. ಅದನು 
ಲ ಇ ೨ ಲ 


“ಡೈರೆಕ್ಟ್ರಾರ್‌ ವೃತ್ತ” ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಅದರ ಕೇಂದ್ರವು (0, 0) 


ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯವು Va’ +b” ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 


4. ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನ ನಾಭಿದೂರಗಳ 
ವ್ರವಕಲನವು Bl ಅಕ್ಸದ ಉದ್ದಕ್ಕೆ ಸಮನಾಗಿರುವುದು. 

ಚಿತ್ರ 6.19ರಲ್ಲಿ P(x, y) ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 
ಚಿತ್ರದ ಆಧಾರದ ಮೇರೆಗೆ 


ME => SP =ePM 
PM 


RS) 
Oo 
"AM 


ಶಂಕುಜಗಳು 


ಚಿತ್ರ 6.19 
BE SPM p 
PM 
$'P—SP = e(PM'—PM) 


=eMM' = ex [ಜಾಲಕಗಳ ನ ಛೇ: ಅಂತರ] 
p ke | $2 b> 
ಆದರಿಂದ S'P-SP=e— 
ನಿ ಹ 
ಅಥವಾ S'P-SP=2a, ಛೇದಕ ಅ 
ಅನಂತ ಸ್ಪರ್ಶಕ: ಹ್ಯಪರ್‌ನೊೊಲಾನ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಿನ. ಮೂಲ 


ಹಾದುಹೋಗುವ ಮತ್ತು ಹೆ ಪರ್‌ಬೊಲಾವನ್ನು ಅನಂತದಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ 
ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಗ ಗೆ ಅನಂತ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳೆಂದು ರೆಯೆತ್ತಾರೆ. 


ಚಿತ್ರ 6.20 


ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


0. 


oy: p X s * 
4 gE: | 
ಹ್ರಪರ್‌': ಬೊಲಾ: '-೭ ಮತ್ತು y=mx+c 


7 2 
ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳು, EO 
a b- 


$ «2 - NA ; s 2 


2 : ps pS 
> X( bam )-Ilmacx-a‘c —ab 
ಈ; ವರ್ಗಸಮೀಕರಣ ಮೂಲಗಳು ಅನಂತವಾಗಿರುವುದರಿ 


x 


< JOE 
-=0 
pe 
೦೪ 


mac =0 


pb 
ಆದರಿಂದ ಅನಂತ ಸರ್ಶಕಗಳ ವ, pi 
ಸ i 


Ne, 
f 
ಅಂದರೆ ----=-0 ಮತು. +-.=0 (ಚಿತ್ರ 6,20) 
"1 SE 3 baal «ay 
2 2 
-_ ೭ ಆ ಕ x $ ky 
ಅಡಿಕೆ ಸ ರ್ಶಕಗಳ ಸಿಮ್ಮಿಲಿ ಸಮೀಕರಣವು ಭೂ, ನ 3 st} ಸ 


ಎ 
t 
ey 


ಆಯತ ಹೈಪರ್‌ಬೊ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಅನಂತ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು 
ಪರಸರ ನ ಅಂತಹ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾವನ್ನು ಆಯತ 


ಹೈ ಫರ್‌ಟೊಲಾ (ರೆಕ್ಟಾಂಗುಲರ್‌ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾ)ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


bx 
ಅನಂತ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು yat—, ಇವುಗಳು 


[4 
ಭಾಗಿರುಷಾಸ lara 
‘0 $b) s 


ಈ a” =h" ಅಥವಾ ೩4=b 
ಆದ್ದರಿಂದ ಆಯತ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣವು 


(2 


2 SEL 
ae 
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7. ಅನಂತಸ್ಪ ರ್ಶಕಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ: 


Y 


y’ 
ಚಿತ 6.21 
KS, 


b 
ಅನಂತ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು, y-೫೬- ೩ 
ಈ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ೩-ಅಕ್ಷದೊಂದಿಗೆ ಸಮನಾಗಿ ಬಾಗಿವೆ. 
ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ನಡುವಿನ ಕೋನ 26 ಆಗಿರಲಿ ಚಿತ್ರ 6.21). 


b 
ಆಗ tan0 =— 


[i 
> > 7 
> a +b ೫ 
sec 0=1+— = — =e 
a a” 
sec =e 
ಅಥವಾ, ಎರಡು ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ 
2se¢c '(e) 
8. €« ಮತ್ತು € ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾ ಮತ್ತು ಕಾಂಜುಗೇಟ್‌ ಹೈಪರ್‌ 


ಬೊಲಾಗಳ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಗಳಾದಲ್ಲಿ ನ 3 =1 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


| ಆ 
A 1, 
y x" y- 
2H ಮತ್ತು ಸ -ಸಎ-1 ಹ್ಲೆಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಮತು 
a RR a ಳ ks 


ಅದರ ಕಾಂಜುಗೇಟ್‌ ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾದ ಸಮೀಕರಣಗಳಾಗಿರಲಿ. 
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>» a +b 
6 3—— 
a b” GUE 
° —+— = - CR 


Es 
p | Rn) } 
& 6 a +h a+ +h 


1. y +4x=0 ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ (-1, -2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 
ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಮತ್ತು ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
2. 2x+3y+5=0 ಸರಳರೇಖಬೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ಮತ್ತು 
p 
ಖು =8 ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರುವ ಸರಳರೇಖೆಯ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 
} | 
3. y =6xಗೆ ಸರ್ಶಕವಾಗಿರುವ ಮತ್ತು 31-2) +5 -0ಸರಳರೇಖೆಗೆ 


ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಸರಳರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
p 
4. (2. 5) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ y 8 ಪೆರಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ ಟ 
ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಮತ್ತು ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


, > 


‘ vy" df a - ಈ ನಿಮ p! 
೨. ke yy 4} ದೀರ್ಫ್ಪವೃತ್ತಕ್ಕೆ (3. -4) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 
ಸ್ಪರ್ಶಕ ಮತ್ತು ಲಂಬದ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
6: 21+ y4+5=0 ಸರಳರೇಖೆಯ ೫x +2) -4x+12v+14=0 
ದೀರ್ವವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


೩ 'ಮಿ 
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7. 3x+y45=0 ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ಮತ್ತು 


py 


ದ + 2 =| ದೀರ್ಫ್ಪವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


8. («-1 9-2) ಹೆ ಪರ್‌ಬೊಲಾಕ್ಕೆ (6. 3) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


20 4 
ಎಳೆಯಿಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 

9. 4x -9y'=36 ಈ ಹೈ ಪರ್‌ಬೊಲಾಕ್ಕೆ ನಾಭಿ ಲಂಬದ: “ತುದಿಗಳಲ್ಲಿ 
ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶ ೯ಕಗಳ ಸ ಸೇತಶಿಣಗಳೆನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

10. 2+ y-3=0 ಸರಳರೆಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಮ 5 Es 
ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರುವ ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಸ್ಯ ೬ ೩ ಜು 

1. ಹನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗೆ _ 3y=21+k. y =4ಯಗೆ 
ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗುವುದು. iii 

12, 4y-x+3=0_ ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಸಮಾಂತರವಾಗಿ y=7x 

 ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ  ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಸಔ 


13. y'=4ax ಪೆರಾಬೊಲಾದ ನಾಭಿಲಂಬದ ತುದಿಗಳ ಳಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. > 


14. 4y=5x47 ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಸಮಾಂತರವಾಗಿರುವ, ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾ 


4 -9y =1ಕ್ಕೆ ` ಎಳೆಯಲ್ಲಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ" ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. | os le 


“ಜೀವನವು ಕೇವಲ ಎರಡು ಕಾರಣಗಳಿಗೋಸ್ಕರವಾಗಿ 4 R: s 
ಅರ್ಥಪೂರ್ಣವಾಗಿದೆ - ಗಣಿತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು 


ಮತ್ತು ಗಣಿತವನ್ನು ಔೋಧಿಸುವುದು” 
ಲ್‌ ಸ್ಟೆ ಮನ್‌ ಡಿನಿಸ್‌ ಪಾಯ್ದಾನ್‌ | 
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ಇ 


ಅಧ್ಯಾಯ Y. 


ಪ ತಿಲೋಮ ತಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಉತನಗಳು 
ಖಿ 3 ಲಷ 


X= fo). ಧಿ , ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಹ "ಈ ಉತ್ಪನ್ನವು 


yA 
ವಕಮೌಲ್ಯ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, ನಾವು ya=f I(x) ಎಂದು ನ ಸಭಿಸುತ ವೆ 


ಮತು ನ ಹ್ಗ ಉತನವೆಂದು ಕರೆಯು 
ಮು ಪುಳಿ ಲಷ 


7.1 ಪ್ರತಿಲೋಮ siಗೀ ಉತ್ಪನ್ನ (six) 
| = ಜ್ಞ ಸ ಮ eB | 
X= SIN y ಉಯಿತ್ಲೆನ್ನಿಲು ತ್‌ 


| 


ಬಂಬ ಕೇತದಲಿ ಮತು _-1<x<1 ಎಂಬ ಬಿಂಬಗಣದಲಿ .ಏಕವಮಾಲ 

CANS TEE ಒಲ ಲ್‌ : py ಎ ಜಿ 

ಉತನವಾಗುತದೆ. ಆಗ ೪ಯನು ನ ಉತನವಾಗಿ ಬರೆಯುಬಹುದು 
ಬ ವಿ pe [4 5 4 


ಇದನ್ನು sin’'x ಎಂದು ಸೂಚಿಸು ವೆ. 


`“ಅಂಬೆರೆ,-x=siny > y= sin™ x 
A | , | rT Tt 
xನೆ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟೌಗ ¥»ಯ ಬೆಲೆಯು- FR ಮತ್ತು p) ಬೆಲೆಗಳ 


ಅಂತರದಲ್ಲಿದಾಗ ಅದನ್ನು sin” 'xನೆ: ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ ಎಂದು-ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ 
(i) an ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ 3 
(ii) an | ನ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ ಮ 
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ಕ | 4 _ T 
(111) sin (-3]s ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ pe 


ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆ ೫ ಧನಾತ್ಮಕವಾದಾಗ $in"'x ಬೆಲೆಯು 0 ಮತ್ತು 


3 ಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ಹಾಗೆಯೇ ೫ ಯಣಾತ್ಮಕವಾದಾಗ ಗ"' 


ಬೆಲೆಯು ಜಿ ಮತ್ತು 0ಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ಆದುದರಿಂದ 


ಪ್ರತಿಲೋಮ $।ಗೀನ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಯು ಅಂದರೆ sin 'xಸ ಪ್ರಧಾನ 


ಬೆಲೆಯು [3,೫ ಅಂತರದಲಿದು ಸಾಂಖಿಕವಾಗಿ ಕನಿಷವಾದ 
po: - : 
ಬೆಲೆಯಾಗಿರುತ್ತ ದೆ. 


7.2 ಪ್ರತಿಲೋಮ €೦5inಗe ಉತ್ಪನ್ನ (05x) 
p= 40) ಣೆ ನಾವೆ ಷನ್‌” ಇಹ ನ್ನು ಹೆ NAN ವ್‌ 
x=೮ಂsy ಉತ್ಪನ್ನದ ಕ್ಷೇತ್ರವು 0:೪7 ಮತ್ತು ಬಿಂಬ ಗಣವು 
“15x51 ಆದಾಗ ಇದು ಏಕಮೌಲ್ಯ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗುತ್ತದೆ. ಆಗ ಸನ್ನು 


ಪತಿಲೋಮ cosine(cos™) ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 


ಅಂದರೆ, x=cosy=> y=cos x 
ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆ ೫ ಧನಾತ್ಮಕವಾದಾಗ, "0"'*ವು ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
Tn 
ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. ಒಂದು ಬೆಲೆಯು 0 ಮತ್ತು 5 ಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ 


ಹಾಗ ಇನ್ನೊಂದು ಬೆಲ ಭ್‌ ಮತ್ತು 0ಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. 


el 
UL 
de 
ಈ 
೧ 
©, 
UW 
ಬುಜ 
Il 


(NS) 
Nis 
Mo 
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ಇಂಥಹ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ನಾವು ಕನಿಷ್ಠ ಧನಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಪ್ರಧಾನ 
ಬೆಲೆಯೆಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳುತ್ತೆ ವೆ. 


ಹಾಗೆಯೇ ಸಂಖ್ಯೆ ೫ ಯಣಾತ್ಮಕವಾದಾಗ €05''xದ ಬೆಲೆಯು _ 
ಮತ್ತು 1ಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ೫ ಧನಾತ್ಮಕವಾದಾಗ €೦8'xದ 
ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಯು 0 ಮತ್ತು ಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. 

ಆದುದರಿಂದ ಪ್ರತಿಲೋಮ €೦s1ಗನ (ಅಂದರೆ c೦s”')ನ ಪ್ರಧಾನ 


ಬೆಲೆಯು [0,1] ಅಂತರದಲ್ಲಿರುವ ಕನಿಷ್ಠ ಧನಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆಯಾಗುತ್ತದೆ. 


7.3 ಪ್ರತಿಲೋಮ ಗಗ ಉತ್ಪನ್ನ (tಷn''x) 


1 

ವ ತನ್ನದ ಕೇತವು -3 << ಹಾಗೂ ಬಿಂಬ 

೫x =t೩aಗy ಉತ್ಪನ್ನದ ಕ್ಷೇತ್ರವು <r ಹಾಗೂ ಬಿಂಬಗಣವು 
-ಅಲXಸ4ಂ ಆದಾಗ ಇದು ಏಕಮೌಲ್ಯವಾಗುತ್ತದೆ. ಆಗ ನ್ನು 


ಪ್ರತಿಲೋಮ ೩ಗ್ರೀಗ! ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು. ಅಂದರೆ 


x=tany2y= tan x 


ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆ X ಧನಾತ್ಮಕವಾದಾಗ an''x ದ ಬೆಲೆಯು 0 ಮತ್ತು 


p ಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 


TL 


5 Nn ಖಃ 
tan 'Y3=— ಮತ್ತು tn (CD =- 


£ 
ಅಂದರೆ, t೩ಗ''ನ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಯು [-3. =] ಅಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. 


ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ cosec |x, sec! x ಮತ್ತುcಂ!' x ಪ್ರತಿಲೋಮ 


ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ವಿವರಿಸಬಹುದು. 
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ಉದಾಹರಣೆ 
ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯರ T 


Ko). Bec” 1) (11) cosec (-2) (11) tan (an2 


(iv) sin” [sin™) (Vv) cot cot(— ಇಂ 


(i) sec '(—-2)=sec (2) - 
(11) cose (- oye cosec W2)- ಮಾ $ 
(iii) tan” '[(tan(260°)] 
=tan [tan(180° +80°)] = tafl> {fan 80°] = 80° 


4 ತಗ T _ 
(iv) ‘sin (sn3)=3 * GR 
(v) cot \[cot(—740°)] ಗಮದ 
=cot [-cot740] 
==cot '[cou(720° + 20°)} 


=—cot '[cot20°]=-20 


pS pN -- |] .- ೯ 
2. sin \x=cos | = tan | p ಮ phe ರಿಸಿ. 


sin’ 'x=6 ಆಗಿರಲಿ. 


Xx=§inD 


ಈಗ, cಂs0=41-sin"6 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
cos0=1- x? $ 


ಅಥವಾ 0=cಂs V/1- x? 
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3; 


ಆರ್‌ 
ha 


. 4 a 
sin ‘x =cos Al1—x 


ಈಗ, ೫-sn6 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


sin 8 sin 


tan 0 = 


cos® J1-sin’? 
A 
ಅಂದರೆ, n= —— 
V1-x° 


i) 
ನ 


ಅಥವಾ sn lx =tan” 
Nps 


sin | +=¢c0s l7x =n 


I— x" 
1 I k 
Sin X+CO0S ಸಹ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
sin 'x=6 ಎಂದರಲಿ 
x=sin0 


TC Tl «] 
ಅಥವಾ ನಂ 3-6) d,6., gH E608 ಬ. 


ಅಥವಾ 6+೭ಂs x 


ia 


ಅಂದರೆ. sin 'x+ cos x = 


[ 
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— & T 
ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ tan 'x +ಂt lp 


ಮತ್ತು sec x +cosec x -3 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


4 | 
4. sec! x=cos 1_ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
Xx 


sec 1x =6 ಎಂದಿರಲಿ ಬಾ 
| | 4} 
ಅಥವಾ - =cಂ$0 ” cos —=8 
Xx | ¢ pt 


1 pd “PE 
ಅಂದರೆ, $c 1 + =cos os 
Xx 


ಕ ಫ್‌ | 
ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ, tan Ix = Cot ಸ 
Xx 

il 


ಮತ್ತು cosec x =sin — 
Xx 


wf cos !(—x) -n-ಂ5s'x ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
cos (—x) =0 ಆಗಿರಲಿ =X ECOT 
ಅಥವಾ x= -ಲಂs0 ಅಥವಾ x=cಂs(n-0) 


cos 'x=n-a ಅಥವಾ ಊ=ಗ-cಂs'x 


i ಈ 
COS (—X)=T—CosS 1x 


ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ, sin \(-x)- sin" x 


ಮತ್ತು tan \(—x) ಷಾ —tan” Xx 
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6. ೫20. ೪20 ಮತ್ತು ೫೪ «1 ಆದಾಗ 


ಕ: ೩ IXY 
tan” x + tan \y=tan” — ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. ಇದನ 


l-xy 


2 


at 


ಉಪಯೋಗಿಸಿ 21an"'*ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(i) ‘tan 'x=a ಮತ್ತು ta 'y=f ಎಂದಿರಲಿ. 
ಇ x=tano ಮತ್ತು y=tanp 


tana + tan 


ಎಂದು ತಿಳಿದೆದೆ. 
1- tanatanp 


ಈಗ, tan(a+p)= 


x+ 
ಅಂದರೆ, tan(a +P) = A 


Ixy 
I- xy 


ಅಥವಾ +p =tan 


“3 SY 
l- xy 
(ಇಲ್ಲಿ ೫x೭0, ೪) 20 ಮತ್ತು ೫y<1) 


ಅಂದರೆ, tan x +tan™ y =tan 


(1) ಮೇಲಿನ ಸೂತ್ರದಲ್ಲಿ x=) ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 
—1(X + Xx) 


tan \x+tan x =tan 
l- xx 
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Hh *'2x p 
ಅಥವಾ Ztan ly =tan : 5 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಜಟ ವ 


1-x 


-| (Xx — Y) 


7. x೭0 ಮತು, y) ೭0: ಆದಾಗ tan x—tan y= tan 
* | | 1+ xy 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
tan 'x=0 ಮತ್ತು tan ‘y= ಆಗಿರಲಿ. 


x=tan0 ಮತ್ತು ೪ tanP 


2 tana -tanp | 
ಈಗ, tan(a+p)= ‘na—tanp ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
1+ tanatanp 


Xx 
ಅಂದರೆ, ಹ್‌ ಸ್‌ 
cI NK ಲ 1b} 


1 6X 7.3) 


ಅಥವಾ ೩-8} 
1+ xy 


ಅಥವಾ” 4೩ಗ”" 


Ke 


x-tan y=tan"— 
wiDasi- i l+xy 


8. sin \x+sin y= sin” y+ 1- | ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


sin 'x=0 ಮತ್ತು sin 'y=8 ಏಎಂಧಿರಲಿಿ « ೪ ಹಮ 


fl. 


X= SInQ ಮತ್ತು yesind 


ಈಗ, sin(o + PB) ‘sncosp +cosasinh 'ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 


ಅಂದರೆ, sina +B) = x4/1- y H 1- x? y 
a+p=sin [nh y 7 3] 
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ಅಥವಾ sin” ಚ + sin”! Yy =sin™[ a ಹ್‌ +y 1- s] 


kn ue 


Kenge -.# 
9: sin "—+sin ತ ರ್‌ ತಿದ ತೋಲಸ. 
13 2೨ 25 


ss = ಮತು A = ಛ ಎಂದಿರಲಿ. 
13 ಷ್‌ ೩೨ 


ಅಂದರೆ, ನ ಮತು RR 
K Th ke ಸನ 


A 


ABC ತ್ರಿಕೋನದಲ್ಲಿ AB -5 ಮತ್ತು 
AC=13 ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 7.1) 


12 
"® c0os0=— 
13 


ಗ್ರ 


LMN ತ್ರಿಕೋನದಲ್ಲಿ LM -7 ಮತ್ತು 
LN=25 ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 7.2) 


N 24 
“© C0S0=— 
25 


ಈಗ, cos(8 + 0) p co80b0sh pe sin sin 0) 


1224.57 28-35 253 


——— 


“13 25-325 nit= 325 3s 
040 =cos p 
=C — 
\ 325 
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ಅಥವಾ in" ವಃ + sin” RS =C0$"! fd 
13 25 325 


10. ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳಿಗೆ ಸೂಕ್ತ ಆದೇಶವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಸರಳೀಕರಿಸಿ. 


2 —_— 
(1) cos” (4x 3x) (11) ar 


Xx 


2 
(11) cos” ಹ (iv) ne 
I+ x 4; 


(v) un] 
l+x 


(1) cos (4x3 —3x) 
ಇಲ್ಲಿ ೫-೦80 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 


cos”! (4 -- 3x)= cos”! (4c0s” 9- 3cos 6) 
= cos! (cos30) =30 


ಸ cos (4x 3x) = 3¢cos x 


¥ 
(ii) i | 


X 


Xx=tan6 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


an -]. ಸರ y 


X tan 8 
I po 

t (=) =tan'( C080 
tan 6 sin 
cos®8 
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26 


2sin” — 
=uan( 1-59 ~~ = tan 5 
ವ 2sin—Ccos— 
2 B 
= tan any} ಸ, =—9 
2 
| 2 
tan”! SE =Stan™ x 
p 


(111) | ಕ 
ty 


x=tanರ ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


M 24 ಮ 2tan® 
COS | p = COS WEEE 
\l+x 1+ tan“ 0 


ಮ cos (sin 20) = coco -- 20) 


= 2-20 
2 


(iv) cosec 
X 


x=tan6 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ. 


ಪ್ರತಿಲೋಮ ತ ಕೋಣಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 


- 


[NS 
NS) 


_1( Sec0 
=Cosec |— 
Jee tan8 


" =cosec '(cosec 0) =6 


ಕ; 1+ x? 


° cosec |] =tan "x 
x 


< I—x 8 J 3 FE & ಸ 
(v) tan ea Sa Ww 
ಹ ; 


=tanರ ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ P 


N #h 
tan— —tan@ 
4 


Iya ಎ 
4 ನ 


(lx Tt 
a ‘¥ er 
l+xk sc - Fame 


_ WK 
- i RAR 


ಎ Rix a *V1-x° ur ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ 
RE ee NE 
Re N1+x +Y1-x N+ wl Xi, 
Me pe & A = 


11, tan 
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MW N1+x° +Y1-x) | 


I+x°-(-x) 


J MER) Wie ಲ 
TS ge 


=,lan — —— | | 
(AES ರ "a HU) 


= tan 


ಸ 2+ rss x +N’ Na 


=tan |————= ಖೆ 
2 x” Pa 


ಇಲ್ಲಿ x” =sin@ ಎಂದು, ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


i 1+¥1-sin°8 | cf 


= {an - 
sin 0 sin@ 
| Sek » y 
= { wn ೌ. — Ki. 0 
= tan FET = tan ನ್‌ 
2sin—cos— NE : 
| 3 ) nr 6 
=tan ‘| tan ——— ರಾ: 
2 2 A 
Ein 
2 } 
n 4 4 Wk R Tl 
—~ cos x [sin x” +cos x’ ==] 
2 22h, d a 2 
Tt ಬ 
AE a =—+—C0S ly 
F 2 
ಮು - "ಪ SR 
pA Ash 1. ಎಂದು ತೆಣೇರಸಿ' 
119 kA | 
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sin”! 2 =0 ಎಂದಿರಲ್ಲಿ. 
13 


ಅಂದರೆ, 2 “ tana=— 
13 | 12 
(ಚಿತ್ರ 7.1ರಲ್ಲಿ 8 ಬದಲಿಗೆ ೧ ತೆಗೆದುಕೊಂಡು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ). 


2tana. 
ಈಗ, tan 20 5———— ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
l- tan“ a 


1 ೨ 

COR 

(ANDO 
235 6 14H 


13. 4tan ಸ —tan —+tan 
S 70 99 


I (] 
LHS =2(2uan*2)-| un nN 
5 99 
OEE 
= 2tan!| 2 tan” 
an I tan ಇಷ್ಟ 
Su I+ ್‌ 
25 99 70 
TN A 
12 6931 
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(12029 


| 119 693] 
120 29 


119 6931) 


~'tan 


828269 ತ T 
=tartl “la 
828269 | 4 


=| 
= {an 


[ 1/2 |] r 
‘1la-—b A ‘1 h+acosx 

14. 2tan” pe tan—Tos Cog on 
a+b 2 la+bcosx 


[x 


[a+b 2 
Na 
l-tan“ 
ಈಗ, C08 20 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
1+ tan“ 6 
sd UC 
l-——tan"“—~ 
c0s260 = a+D - 
a=b’ 5x 
1+——tan“— 
a+b p; 


ಪ್ರತಿಲಿ. ಮ ತೆ ಕೋಣಮಿತೀಯ ಉತ್ತನ್ಥಗಳು 


(a+b)-—(a ban” 


(a+b)+ (a ban” — 


NX 
a+tb-—(a- 1 2 
COS” 23 
ಹಾ TF 
a+tb+(a- b)- el 
2% 
0s ೨ 

X NK 

(a+ b)cos?— —(a - b)sin “— 

ke 14 2 

pt NX 

(a4 beet” Pa b)sin ಗ್ಸ 


— 


ಈ X 43 Ry 
al cos" —-—sin°—|+b cos” — + sin" — 
2 > 2 y. 


2X IN e¥-6 Ps 
al cos" —+sin°— +b cos” —— sin" — 
2 p 2 


acosx+b 
ಅಂದರೆ, cಂs20=-——— 
a+ bcosx 
i b+acosx 
ES sd 
a+ bcosx 
1/2 
-1| a=b x ib+acosx | 
ಅಥವಾ 2t೩ಗn tan— |= cos |——— 
a+b 2 a+bcosx 
1/2 
En x” +1 
15. cos[tan—™ {sin(cot”! x)}] = ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
X42 
cot x= ಎಂದಿರಲಿಿ. ಅಂದರೆ, x =cಂotQ 
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A°ABCಯೆಲ್ಲಿ BC =x. 
AB=1 ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 7.3). 


] 
SHO = 
1+ x” 
po | 
=n 
l+ x 


LHS = cos| tan kg ಗ “| s ) 
l+x J 
ar 


g 3} 
8 +x’ | 
Fre = COS COS ೫ 
\ FE 2+x 


ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 7.4) 


A 


ASABC ಯಲ್ಲಿ AB =| ಮತ್ತು 


BC=41+x° ಎಂದು 
ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, B 


ಆಗ AC=42+x° 


(WO) 
8) 
~J 


ಪ್ರತಿಲೋಮ 4 ತ ಕೋಣಮಿತೀಂಯ ಊ ತ್ರನ್ಸಗಳು 


11 
16. cof 2an 3 =n dan H ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


uan—=a ಎಂದಿರಲಿ 
1 
LHS = cos| tan 7 5 
l 
ಚ 3 
“y _ 
[ಏಕೆಂದರೆ 2tan”'x =tan™ A 
— Xx 
[ಭು 
= cos! tan — 
[4 | 
_124 24 
“0 3 =— 3) 
25 25 


Pe 2” 3] 


| 
ಸಃ 3 -sin| Zn 13 
4 
i N 
y 124 
= sin| tan” 4 sion el 
tt: 7 
0 
-sin[sin3|= -. 8) 
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ಕಾ 


(1) ಮತ್ತು (2)ರಿಂದ : ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಸಾಧಿಸಿದಂತಾಯಿತು. 


pe ; 1 ¥ 
17. cos '= + cos Leg ಎಂದಿದ್ದರೆ 


a b 
2 2 
£7 2xy y 8 _ 
————C0S0+— =sin" 0% ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
a” ab b | 
~1 4 ಇಟಿ p¥ 
೦s —=0 ಮತು cಂs 12 = ಎಂದಿರಲಿ. 
a b 
Xx ps y 
ಅಂದರೆ, - ೯೦80 ಮತು - =ಂ$0 
a ಸ್ಸ್‌ ೧ 


ಈಗ 8+0=0 (ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣದಿಂದ) 


cos(8 + 0) = cosa 


ಅಂದರೆ cಂs8cಂs® - sin Bsin® = cosa 


ಭಿ, s Py. 
ab” ab PEE 
2 
x y p 
ಅಥವಾ NE cosa =l-—cos“ 
2 a 
2 2 
¥ y- ,LXYCO8C . 
a ab 
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18. tan x =2Ztan '[cosec(tan” x) —tan(cot  ¥)] ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


tan 'x=6 ಎಂದಿರಲ್ಲಿ. 


x =tan8 


ಅಥವಾ 1=cof 3-0] ಅಥವಾ cot x=(3-6 


RNS =2 an | conc 9- an( --- Dl 


= Lan “l[cosec 0 —cot8] 


= an” tang) _ 23 =0=tan 'x=LHS 


7.4 ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಂಯ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


4 


1. sin x+sin "2x == ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸಿ. 
sin" = ಮತ್ತು sin”'2x = ಎಂದಿರಲಿ. 
ಅಂದರೆ, ೫-sin0 ಮತ್ತು 2x =sinp) 
ಆದ್ದರಿಂದ ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣವು 


Tt 
a+p=— 
P 3 
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ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 


cos(Q + p) = ೦5 


: | 
ಅಥವಾ cಂsacos}-—sinasinp = ) 


ಅಥವಾ Mix 1-48 -x-2x=5 
| 2 A 2 
ಅಥವಾ (1—-x-M1-4x J 


1 - 
ಅಥವಾ (x4) 3 2 | 
=) 


pe y'. | ( 3 
ಅಂದರೆ, 1-4x -x°+ 4x = y +4x +2” 


3 k 3 
7x" =-— ಅಥವಾ x=+t-.|- 
4 2\7 
1x+l ax 
2. ta tan \~—=tan (42): WA; 
x-—l X 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
x+l x-]| 
tan | SLE =tan (7) 
x+lx-l 
x-1 x 


ಎಂದು ಸರಳೀಕರಿಸಬಹುದು. ಇದರಿಂದ 


Rr 
l-x 
ಅಥವಾ 2x” —8x+8=0 ಅಥವಾ 4x40 
ಅಂದರೆ, (1-2) =0 “sx 


ಪ್ರತಿಲೋಮ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 
[4 


3. tan” _ =0 ಬಿಡಿಸಿ 
1+ x” +41- x” 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣದಿಂದಾಗಿ 
I+ x” ~41= x RS Sina 
+x” +Y1-x° C08 


ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ಪ್ರಮಾಣಗಳಿಗೆ "“ಕಾಂಪೊನೆಂಡೊ-ಎಟ್‌- 
ಡಿವಿಡೆಂಡೊ' ನಿಯಮವನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸಿದಾಗ 


2 l+x £ೇ SINC + COSA 


l-x? Ccosa-sind 


A 
Ne +x” [ sino + cosa ಈ 
ಖಲ ನಾನವರ ರ್‌ 

I-x° \cosa-sina) 


pF 3 
1+ x I+sin2o 


- ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
l-x"° l-sin2o 


x” =sin2a ಅಥವಾ x= 4೬4sin2o 


4, sin[2cos”cot(2tan”!x)[=0 ಬಿಡಿಸಿ 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


1x? | 

; ಬ 1 Xx 

sin| 2cos cot| cot ——||=0 
2x 


ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 


as 
ಅಂದರೆ, ಸಂ | Wy 
§" 
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2 
ಈಗ ಲಂ! =0॥ ಎಂದಿರಲಿ 
ಅಂದರೆ, ಸಾ =COSO Ro 5 
£ 
pe 
20s"! ಈ = 20 
x 


ಈಗ, ೭೦520 = 200s’ 0೩-1 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 


I—x° 
COSZ0= 2 —1 [(2)ರಿಂದ] 
2x 
4 ;. 
lI+x —-4x 
ಅಥವಾ cಂs20=-——— 
೫3 ತ 
4 p) 
iW l+x —4x 
20 =cos 
2: ) 
4 
x x —4x 
ಅಥವಾ 2008 cos” £ (3) 
Py fl 
(3)ನ್ನು (1)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 
4x +1 
ನಾಟಾ 
pe i % =() 
| V5 


; sk 4 
ಅಥವಾ nN! sin 


ಅಥವಾ 4೫ -(೫-4x +1) =0 


ಅಥವಾ (೫ -6x" +1 -2x° +10) =0 
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ವಃ I de £ 
5° “cot lx+cot 2x=~— ಸಮೀಕರಣವನು ಬಿಡಿಸಿ 
4 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
| AN T 
tan I— + tan ಸಾ ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು 
Xx ve 


YEN 
3 
_ 3n 
tan! ವ ಗಂದ 
2x —1 4 
2x” 


3x - 
5 =—| 2x +3x-1=0 
2x —| 
_-3+/9+8 37 
4 Keke 
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ಇಲ್ಲಿ Xx=tanB ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


( 2tan® lf he PR 
sin (4c pe ರ + 2tan (A J=3 
I+ tan 0 1+ tan” 6 l-tan’° 6) 3 

Tt 


3sin” (sin 26) - 4cos (cos20) + 2tan (tan 20). 


60-80+40=— 


Tt l 
tan0 = tan— ಕಣ 


06 


ಆದರೆ x=tan6 ಆಗಿರುತ್ತದೆ ರ 
A ka TL 
7. sin I 6x + sin "W315 -ವನ್ನು ಬಿಡಿಸಿ. 


po 


ನ ye 
Sin ‘6x=—{ E+sin 5s) ಎಂದು ಬರೆಯುಬಹುದು 


Ox si 3 + sin | 
ವ್‌ 2 coslin” 63x] 
ಈ -c05"|co5” V1- 108x” | 
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6x=-1-108x> 


36x’ =1-108x" ಅಥವಾ 144% =1 


ಸಹ Re 
12 
ಆದರೆ x ಯಣಾತ್ಮಕವಾಗಬೇಕು. RR - 


ಅಭ್ಯಾಸ 7 
1. ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


RN 2. cos [cos600"] 
% RET 
3. £08 (sin 225) 4. eosin 13) 
| 5) 
14] i ಹಳ 
5. sini 2sn — 6. sn —+cos — 
| 5 I X 
thd y 3 | 
7. cos” A 85 a RE 
5/2 NI 5 7 
ಭಾ 0 ee FR 0 
9. cos (sin220°) 10. sin [cos(—105")] 
| 1 4 | £ 
}; snl Jeo 4) 12. sin(tan 12) 
2 * 
್ಧಿ 1] 
13. cot '(tan100°) 14. cos Ctl 
17 25 


3 Wc 
15. tansin |-3| 16. 2 (2) 


ಟಿ | Ta | LF 
17. cos [esi (-3 18. cos ! cos350 — sin !sin350 


— 
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19. anf sin (cos (7) 20. sec 143 + cosec”'¥/3 


 : £ ty 
21, sin Legh col & ».¥ 4 ಲ| 2 3 


Hl. ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಸಾಧಿಸಿ. 


Ry | 
TLE yin 
l 85 
KAO 
A 
3 « o 
| 9) i 4] TL 
3 “pbs + cosec ——— =~ 
482 4 
3 lx 
4. 2tan x=sin > =C0S % 
FN I+x 


ps -] 2 
5. 2cos |x =cos (2x —)). 


I I T 
6. tana =—. snB=-75[a>0.8> =| ಆದಾಗ 2p 
7 10 2 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಬ 
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al 7 
12. 4tan \—-—tan 
5 


13. tan(2tan— xy 2tan(tan x+tan! x) 


XY i yz Wwx+l 
14. co 2! + cot ) + cot (2-0 
(x-y yw § ry) 


| 


15. tan ‘x+tan y+tan 2=ಗ ಆದಾಗ x+y+2= ೫೭ ಎಂದು 


y ್ಯ 1+ y- ಕ | 
160. sec IJ/1+ x” + cosec LE a 
y 2 


— EE 7 
17. cos” 'x+cos ! + cos 2ವಗಆದಾಗx + +2 += 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
) REO OR 
18. sin iS pe 
ಣು) 13 mg 


19. cos 'x=2sin VI x A - Vl+x 
V2 2 


20. cos” NM = sin"! 4 = cosec | Md = tan! 4? 
4 4 47 3 
—| 0 - 137 
21. cos ‘cos(—585") -— tan (3) — Kr 


[N) 
NS) 


4 |l+cosx re: 
. lan = 
I=cosx 2-2 
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ಪಿಸಿ 


34. 


ER: ಈ 
tan !— + tan ದ: 
2 5 4 


5 i ಮ x” +1 
°. Sn _|Col os\tan Xx)/(|= 


| COSx-—sSNnx}) 7 
tan |———|=—=x 


s 2cot {+ cos! MW = cosec 1 
೨ 117 
AE dl pe I ~1 CE ನ 
I+ab 1+ bc l+ ca 


Tl 


ಗ 
RS 


COSX + Sinx 4 


sin 'x=a+P. sin” y=0-h 


2 § 
ಆದಾಗ1+ xy = sin” 0. + ೦s B ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಪ್ರತಿಲೋಮ ತಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 


Hl. ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 


MG. PREY | 
1. sin |= + sin 
X Xx 


wl 


ಖಿ: 3 Tl 
೧. tan” 2+ tan” 3x=— 


3. 2tan (cos xs tan ‘(Zcosec x) 


2 2 
4. tan 'x+2cot SE 


eed | & ಸಾ, 
5S, sin 2x-—sin x3 = sin Xx 


A ಮ k 7 
6. 2cot '5+2cot 8 +cos pi 


ಗ RTE) FO: 
Rs 
J5 4 
R 
ene PE ವ 
8. Cos sy =2lan x 
l+a 1+ 


9. 2tan (COS Xx) = tan (2cosec x) 


ನ p A! 3 
10. tan ‘x + cot (x1) = sin CA ne 
| 5 5 

ವ g. } 
11. cos (2x —1) = 2cos ಸ 

Kd 
12. sin 28E=—sin x 
4 

2 10 , 

13. tan \x-tan 5 =n l(x-1) 


14. cos \x-sin x= cos” (43x) 
8, tan (x +1)- tan (x —1)= cot 12 


14 Ww 


—+tan — 
3 7 


16. cos x=cot 


| 


17. tan 'x-cot 'x=0 


wd W Tt 
18. sec x-—cosec be 
0 
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ಅಧ್ಯಾಯ ) 


ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರಗಳು 


8.1 ಪೀಠಿಕೆ 

ತ್ರೀಕೋಣಮಿತಿಯಲ್ಲಿ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವಾಗ ಅನೇಕ' ಬಾರಿ 
ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಉತ್ಪೆನ್ನಗಳನ್ನು ಒಳಗೊೋಡಿಕಿಜೆ ಸಮೀಕರಣಗಳು 
ಎದುರಾಗುವುವು. 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 4sinx+ 3cosx =5 


tan” X+Secx=2 
ೋಣಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳು: 


೫) 
ಕ 
{ 
él 
( 
ಈ 


4 4 
ಬೆಲೆಗೂ ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಉತ್ತರವಾಗುತ್ತವೆ. 


— 


ಈ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡ ಒಂದು ಸಾಮಾನ್ಯ (ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ) 
ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ವಿಧಾನವನ್ನು ನಾವು ಈಗ ಪರಿಶೀಲಿಸುತ್ತೇವೆ. 


$.2 sinx =k, -1<k<1,ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ 
sinx =k Wy 
ಸಮೀಕರಣದ ಅತಿ ಕನಿಷ್ಠ ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಹಾರವು ॥ ಆಗಿರಲಿ. 


SINX = SINC 


ತಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ ... 241 


ಅಥವಾ sinx— sina =0 


XE ONE 


ಅಥವಾ 2cos sin-—— =0 
2 2 
XO 4 
COS =0 ಅಥವಾ sn = 0) 
2 | 2 
Xx+0 T X—0 T 
——=(2n+1)— ಅಧವಾ ——=2n-— 
2 | ye et - 
ಅಂದರೆ, x=(2n+l)n-o I pe 


ಇಲ್ಲಿ née tl +E... WE ಸಂಖ್ಯೆಗಳ »¥ 


ಅಥವಾ x-=2೩ಗಗ+ಯ (3) 


ಈಗ, (2) ಮತ್ತು (3)ನ್ನು ಒಟ್ಟುಗೂಡಿಸಿ ಸಮೀಕ 
KON 


ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಈ ರೀತಿ ಬರೆಯಬಹುದು: 
x=nn+(-1)"0 (ಇಲ್ಲಿ nಗಇe!, ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣ) 


8.3 cosx =k, -1<k <1,ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ 
cosx =k ES 
ಸಮೀಕರಣದ ಕನಿಷ್ಠ ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಹಾರವು ॥ ಆಗಿರಲಿ. 


COSX = COS 
ಅಥವಾ cosx-—cosa=0 
“ಅದ NN eA 
ಅಥವಾ — 2sin “sin — =0) 


04 > 
=0 ಅಥವಾ sn ು =) 
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+a 3 T 
್ಯ = 21(3] ಅಥವಾ Me on(3 
2 (9 2 


ಅಂದರೆ, x=2nn-—o (2 
ಅಥವಾ x=2Mಗn+ಯ IW £} 


ಈಗ, (2) ಮತ್ತು (3)ನ್ನು ಒಟ್ಟುಗೂಡಿಸಿ ನಾವು ಸಮೀಕರಣ (1)ರ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಈ; ರೀತಿ ಬರೆಯಬಹುದು: 
x=2Zanito (nel) 


8.4 tanx =k, oo <k <0 ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ 
tanx=k (1) 
ಮ ರ ಕನಿಷ್ಠ ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಹಾರವು ॥ ಆಗಿರಲಿ 
tan x = tan. 


SINx Sin 


ಅಥವಾ — =0 
COSX COSC 
ಅಥವಾ SIN xCOsU—cosxsina =0 
ಅಂದರೆ, sin(x—0)=0 
X-0EAN 
ಅಥವಾ x=nnto, (nel) 


ಎಂಬುದು (1)ರ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ. 


ಸೂಚನೆ: 


(1) sinx ಮತ್ತು cಂsec x 

€೦sx ಮತ್ತು secx 

anx ಮತ್ತು cಂtx 
ಈ ಒಂದೊಂದು ಜೊತೆ ಪ್ರಮಾಣಗಭ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರಗಳು ಒಂದೇ 
ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


ತಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ... ೧43 


) Tl 
(2) cosx+sin y= 0 ಫ್‌ ಎ೦೧ 4 y) 


T 
ಆಗ x=ms (3+) 
T 
ಹಾಗೆಯೇ, cಂsx=siny > cosx= 03 — y) 


ಆಗ x=2ms(2-y] 
2 


ಇದೇ ನಿಯಮವು ೩anx+cಂy=0 ಮತ್ತು anx=cಂtyಗೂ 
ಅನ್ತಯಿಸುತದೆ. 
ವೆ 


8.5 acosx +bsinx =c ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ 
acosx+bsinx=c AY 


R 3 2 
ಸಮೀಕರಣ (1)ನ್ನು 4a” +b“ ನಿಂದ ಬಾಗಿಸಿದಾಗ 


a pb Cc 
COS + a SIN X = ames Sw 
Va” +b? Va” +b Va’ + b> 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದರಲ್ಲಿ 


a 
—|—~—_—_— = 088) ಎಂದು ಬರೆದಾಗ 
Va +b 

b 


=sinp ಆಗುತದೆ. 
5) ) ವಿ 
J +b 


ಸಮೀಕರಣ (2)ನ್ನು ಈ ರೀತಿಯಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು: 


Cc 
Va? +b 
Cc 


© k= 
ki Va? +b 
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cosPBcosx + sin Bsinx = 


ಅಥವಾ cಂs(x-}) =k 


ಈಗ, ವು ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಕನಿಷ್ಠ ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಹಾರವಾಗಿದ್ದರೆ, 
ಇದರ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪಂಶಾಲವನ್ನು ನಾವು ಈ 'ರೀತಿಯಾಗಿ ಬರೆಯಬ ಹುದು: 


x-PB=2nnta 
ಅಥವಾ x=2nnta+h, (nel) 


ಸೂಚನೆ: ಸಮೀಕರಣ (1)ನ್ನು ಇನ್ನೊಂದು ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಬಿಡಿಸಬಹುದು 
ಸಮೀಕರಣ (2)ರಲ್ಲಿ 


= sin ಎಂದು ಬರೆದಾಗ 


ಎ =€0sp ಆಗುತ್ತದೆ. 
a” +b” 


sinPcos x + cosBsinx =k 
ಅಥವಾ n(x +) =k 


ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಕನಿಷ್ಠ ಧಸಾತ್ಮಕ ಪರಿಹಾರವು 
ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ ಸಮೀಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರವು 


x+B=nn+(-1)"o 
ಅಥವಾ x-=ಗಗ+(-1)'0-8, nel 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


l. Ssinx= 


ತಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ ... 245 


UW 4 
x=nm+(-1)" 5 (ne 1) 


¥ 
2. cos" x= 


ವರ್ಗಮೂಲಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 


+ | 


l A l 
(1) cosx=— ಅಥವಾ (i) cosx=-— 
- 2 
T tT Tt 
|) WO i) ©, Q=n-—=2— 
(1) ಇಲ್ಲಿ ನ (i) ಇಲ್ಲಿ 2 
2 
(1) =D (11) ೫ವ?ಾಗಕ್‌ 


ಆದ್ದರಿಂದ (1) ಮತ್ತು (11) ಸೇರಿಸಿ, 


T 21 
ಸಾಮಾನ್ನ ಪರಿಹಾರ x= ಸ್ಯ 2H kre (ne 1). 


3. “tan 30 =coldd 


ಇದನ್ನು an30 =n 2-70) ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 


TN 
ಇಲ್ಲಿ 70 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ, 30=nn+0 


ಎಂಬು ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ. 


4. ca 94| 3-7 [co01=0 


J3 
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[a 


ಸಮೀಕರಣವನ್ನು [cot 9+ 3) cot + | =0) 


ಎಂದು ಅಪವರ್ತಿಸಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 


ಅಂದರೆ, cಂt0+43 =0 ಅಥವಾ 010+ =0 


cot0=—3 ಅಥವಾ ಂ010=-7 
” Tl ಸ T 
ಇಲ್ಲಿ 0=-- ಇಲ್ಲಿ 0=-- 
& 6 ಕ 3 
0=nn— RSET 
6 - 3 


ಈ ಎರಡು ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನೂ ಸೇರಿಸಿ, 


5, sin>9-—20050+-— =0 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಈ ಕೆಳಕಂಡಂತೆ ಬರೆಯಬಹುದು: 


| 
(1 — cos” 9) - ನ =() 
> 2 
ಅಥವಾ (-cಂ$s° 0) - 2cos0 + y =0( 


ಅಥವಾ 4cos° 0+ 8cos0-5=0 
ie. 2cos8(2cos0+5)-I2cos0+5)=0 
ಅಥವಾ (2cಂs0+ 5) (2cos0-1)=0 


2cos6+5=0 ಅಥವಾ 2cಂs0-1=0 
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5 | 
ಅಂದರೆ, ೦80 ೨ : ಅಥವಾ 0050 =3 Um 


೦586ದ ಬೆಲೆಯು -! ಮತ್ತು 1ರ” ಅಠತರದಲ್ಲಿರುವ ಕಾರಣ ಎ3 ಎಂಬ 


ಬೆಲೆಯನ್ನು ಹೊಂದಲು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರವು 0=2nn+ 


6. sin70-4/3cos46 =sin® 


248 


ಇದನ್ನು sin760 —sin8 = ¥3cos46 ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 


(1) 


(11) 


2cos40sin 30 = I3cos 49 
c0s40[2sin 30 — 43] i 


cos40=0 ಅಥವಾ 2sin30-¥3 =0 


COs40 =0: ಇಲ್ಲಿ ೧ 


ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ, 


| 40=2nn+ 
2 
ಅಂದರೆ eros 
A 
2sin30— 4/3 =0 
po 
2 
ಇಲಿ tps 
: ® + 


T 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ,್ಮ. 360 nn (1) 


nT Tt 
0=—+(-1)"— 
3 (" ) 
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7. tan0+tan20 =tan36 


tan9 + tan 20 = tan(26 + 6) ಎಂದು ಬರೆಯುವುದು. 


tan 20 + tan 6 


NNO FAN 20 = memes 
1-— tan 20tan 0 


tan 26 + tan 6 \ 


tan 8 + tan 29-( = 
1 — tan 26tan6 


[tan 6 + tan 26] ofl] =() 
\1-tan20tan@ 


| 


tan8+tan20=0 ಅಥವಾ |-———= 
1 — tan 28tan0 


(i) tan8 +tan20 =0 ಪರಿಗಣಿಸೋಣ. 


1... tan8 = —tan 26 


ಅಥವಾ tan0 = an(n- 26) 


0=nn+(n- 26) 


30 =(n+1)n .. B=(n+D— 


| 
a 
“ “|1=tan20tan6 


tan 20tan 08 =0 


(ii) tan20=0 ಆಥವಾ ili) tan8=0 


=f) aA =0 
ಆದುದರಿಂದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ, 


TL 
(i) 20=nn+0 pe 


ತಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ... 


0 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ, 
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(ul) O=nn+0 “70 AE 


8. 4co50+5 =203 +1kose 
4cos”0- 13 + 1ose +45 =() 


€080=4 ಎಂದು ಬರೆದಾಗ 


40-23 +1)a+ 35 =0 


pe) 3 +1)2\43 +1) -4-43 


8 


23+) NW3-1f 


8 


ist 3-1) 
4 


ಅಂದರೆ 050-3 ಅಥವಾ cಂ80= 


ey 2 
0, Ssin°x+43sinxcosx+ 6cos°x=5 


ಇಲ್ಲಿ  ಬಲಗಡೆಯಲ್ಲಿರುವ 5ನ್ನು 5sin'x45€೦$'x ಎಂದು 
ಬರೆದಾಗ ಈ ಸಮೀಕರಣವು 


” ; 2 2 
Ssin°x+ A3sin XCOSX + COS x= Ssin? x+S5cos "x 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
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2 
ಅಂದರೆ cಂs"x+43sin xcosx =0 


ಅಥವಾ ೦ xcos x +43 sin x)= 0 


Cosx=0 ಅಥವಾ cosx + 3sinx =0 
Tt Tt 
Gy Ccosx=0S>u=—  REINNT 
2 2 
4 | l 
(1) Cosx=—4/3sinx “ tanx=-—— 
Tt Tn 
ಇಲ್ಲಿ U=-—— AO X=nNTN-— 
6 6 
NG Tt Tt 
ಆದರಿಂದ, ಸಾಮಾನ, ಪರಿಹಾರ: x=2nMnt-, nn-—— 
[Fm ಶಿ py 6 


10. cosecx-—cotx=0 


| COSX 


0 ಅಥವಾ 1-cosx=0 
SInx SINnx | 


1.€., Ccosx=l; a= XEN 
ಆದರೆ, siN2nಗ=-0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಇದಕ್ಕೆ ಪರಿಹಾರವಿಲ್ಲ. 


[LSE A a0 
gin x +81sin x) 30 


hig Ke 
a=81)"* ಎಂದು ಬರೆದಾಗ 


A 81 
Sl sl $i X oR — j 
9 i NX 


a” —30a+81=0 


ತೆಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ . . 


(a—-27(a-3)=0 


'" 4೨27 ಅಥವಾ ತಿ 
ಅಂದರೆ () 81" ಎ27 
34sin” 5 
4sin’x=3 
i.€.. snr, 
KA v=nms(-1) 3 


(i) 4-3 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 81" *-3 


Fo pd 
3 3! 4sin° x = 


Ke 


ನ 1a 


w| 


¥=nnt(-1)" 
6 


ಸಾಮಾನ್ನ ಪರಿಹಾರ: x=ಗಗn೬(-))" 


SY 


n Tt 
6 


12. sinx. sin2x, sin3x ಸಮಾನಾಂತರ ಶ್ರೇಣಿಯಲ್ಲಿದ್ದರೆ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


sinx, sin2x, sin3x ಸಮಾನಾಂತರ ಶ್ರೇಣಿಯಲ್ಲಿದರೆ 
[ 
2sn2x=sinx +sin3x 


i.e. 2Sin2x=2sin2xcosx 


ಇದರ 


ಗಣಿತ ವಿಜಾನ 
ಕ & a 


2sin2x(l-cosx)=0 
sin2x=0 ಅಥವಾ 1-cosx=0 
(i) sinZx=0> a0=0 ie. 2x=nn+(-1"0 .. x= 


(i) cosx=l>a=0 16, x=2nm 


Ko 
13. l+sinx+sin"x+ 


WN 0o=4+42]/3 ಆದಾಗ ೩ನೆ ಬೆಲೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. | 


" ks 9) 
I+SINnx+SNn x+---: [ 


ಇದು ಗುಣೋತ್ತರ ಶ್ರೇಣಿಯಾಗಿದ್ದು, r=sinx<l 


5ದುದರಿಂದ ನ್ಹಿ ವ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದಾಗ 
—y 
ಹಿ l 
lI+snx+sn x+-----: ೦೦ 
l-—sinx 


=4+243 


l—sinx 
(sin x4 + 243) =1 

ie. 4423 -(4+ 24 3)sinx =1 
34243 =(4+ 24 3)sin x 


342 3೬3; 4-23 
44243 TT 4-— 42235 


12+243-12 
16-12 


SINnXx= 


ತಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ... ೧5 


14. 


Mey 
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1.€. Sinx= 


cot8 + tan8 = 2cosec 6 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


cos8 sin@ 2 
— + =— ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
sin8 cos60 sin6 


yi ಸ 
ಅಂದರೆ, cಂs" 0+ sin? 6 = 2cos6 


I 
ಅಥವಾ 1=2cos6 Ks ರ 


SINxX—COSxX =C0s3x—sin3x 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಹೀಗೆ ಬರೆಯಬಹುದು: 
SINX+SIn3x =Cos3x + COSsx 
ಅಂದರೆ, 2sin2xcosx = 2cos2xcosx 


ಅಥವಾ 2cosx[sin2x -cos2x]=0 


“ cosx=0 ಅಥವಾ sin2x=cos2x ie. tan2x =] 


(1} cO8x= 0 ARO, J: 


—; pm 
ye 2 2 


" nt 
(1) tan 2x =: ೩-5 . CEN ಅಥವಾ 


oe NE 
=e dh 
, 8 
K MER 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ: Cine ete nel 


16. sin46cos 20+ cos40sin206=0 
ಪರಿವತ್ತನ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಬಳಸಿ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಹೀಗೆ 


ಬರೆಯಬಹುದು: 

--in6® +sin20]+—sin68 -sin26]=0 

ಅಥವಾ sin60=0=sina ಇಲ್ಲಿ 0=0 
60=nn+(—1)"(0) = nT 


nT 
ಅಂದರೆ, A ne 1, ಎಂಬುದು ಸಾಮಾನ್ನ ಪರಿಹಾರ. 


(ಸೂಚನೆ: ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣವು sinAcosB + cos AsinB = sin(A + B) 
ಮಾದರಿಯಲ್ಲಿದ್ದು, ಸAಿ-40. 8-20 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ s1in60 
ದೊರೆಯುವುದು.] 


17. 2cos30 + 6cos0+1=0 
ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ 0836 ಎಂಬುದರ ವಿಸ್ತರಣ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಬಳೆಸಿ 


24cos’ 9 3cos6[+ 6cos0+1=0 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ಅಂದರೆ 


8cos’ 0+1=0 
| | 
ಅಥವಾ COS’ ಭ್‌ 


(9) : ಗ %) COS " 
$0=——=Cco0s T= ಭ್‌ 
p 3 3 


ತಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ... ೧55 


2 X 
ಆದ್ದರಿಂದ, 0೫ ಗೌಸ nel, ಎಂಬುದು ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ. 


: 
18. sec” 0 +cosec’ 0 = 3sec* 6 


ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 098 ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


A) ; y- 3sec* 6 


5 
cosec”6 cosec?6 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಆಂದರೆ 


tan? 0+1= 3tan” sec” 6 
ಅಥವಾ 3tan” 6 sec”0—tan”0—-1=0 
ಅಥವಾ 3tan” 0(1 + tan” 6) - tan6—1=0 
ಅಥವಾ ' 3tan* 0+ 2tan”0—-1=0 
| ಈಗ, ep ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 
3a” + 2a-1=0 
ಅಥವಾ 30° +30-a-1i=0 
ಅಥವಾ 34(a+1)-(a +1) =0 


ಅಥವಾ (30-1)(4 +1)=0 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ ಆದ್ದರಿಂದ 


ಅಂದರೆ, tan” 0=+— ಅಥವಾ ೩n'0=-1 
l 
tan =೬-—— ಅಥವಾ ॥ಗ-೩೪-1 (ಇದು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ.) 


¥3 
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ಎಂಬುದು ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ. 


19, 3sinx + 4cosx=2 


ಈ ಸಮೀಕರಣವು acಂsx+bsinx=c 


ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಇದೆ. ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


* 
—sinx+-—Cosx=— ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ." ಇಲ್ಲಿ 
2 5 5 

3 ಆ 
—=c0sp ಮತು =sinpಿ ಎಂದಾಗಿರಲಿ 
ಪ 


0” 
(ನ pa=538. ಇದನ್ನು ನಮೂದಿಸಬೇಕಾಗಿಲ್ಲ) 


೧ 
© 

WN 

ಸಪರ 

gr 

ier 

pe 

+ 

44 

ವ 

ಬಾ 

ಣು 

'- 

WN 

pe 

| 
UA | 


(ಸೂಚನೆ: ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ Woy ಹತ್ತಿರದ ಸಾಂಖಿ ರಿಕ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
ಬಳಸಿ ಹೀಗೆ ಬರೆಯಬಹುದ 


£2 0 Me 
ಈಗ sin '=~=2335. ಅಂದರೆ, ೧0-2335 


tN 


SIE =n(180)+(-1)" (2335) 


ತಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ ... 57 


20. 


258 


ಆದ್ದ ರಿಂದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ 
x=n(180)+(—1)”"(2335)- 5398]. 


COSEC Xx +COLX= /3 


ಸಮೀಕರಣದ ಪದಗಳನ್ನು sinx ಮತ್ತು €08xಗಳ ಮೂಲಕ ಬರೆದಾಗ 


| COSX 
~~ 
SINx SINX 


ಅಥವಾ l+cosx =43sinx 


ಅಂದರೆ, A3sinx -cosx x4] 


ಸಮೀಕರಣವನ್ನು (3) +1 ಅಂದರೆ 2 ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


3 | I 
3 ne ——C08xX=+— ಎಂದಾಗುತದೆ. ಇದರಲಿ 
2 2 2 - ನ 


J3 


A: | T 
— =sin— ಮತ್ತು — =C0S— 
2 3 2 3 
ಎಂದು ಬರೆದಾಗ ಸಮೀಕರಣವು 
1 | 
SIN XSIN— —COSXCOS— = — 
3 < SR 


ee, ಬ: l 
ಅಥವಾ C೦0SxC0S—-—SInxSIn—=-—— 
3 3 2 


ಅಥವಾ co x 3 ಹ 1 ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


— 


2 Tt 2n 
*© xt =2nNi— 


ಇಲಿ 0 mK 
pi 3 3 3 


ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


2. 


ಅಥವಾ rods FE, nel 
3 


ಎಂಬುದು ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರ. 


2sin” x + 4sin KCOSX =3 


೭೦s? x ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ, ಸಮೀಕರಣವು 


p, pj; 
2tan’‘ x +4tanx = 3sec"° x ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
2 2 
ಅಂದರೆ 2tan"x+4tanx = 3(1+ tan“ x) 
py 
ಅಥವಾ tan" x-4tanx+3=0 
ಅಥವಾ (tanx-l)}Xtanx —-3)=0 
tanx=1 ಅಥವಾ tಷanx=3 


ಇಲ್ಲಿಯ 45 ಅಥವಾ ೩0-7134 


x=n(180)+45, n(180)+7134, nel. 


ಅಭ್ಯಾಸ 8 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ತ್ರಿಕೋನಮೀತಿಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
3 | 
& SE #3 § 9) a 
Hl.’sin8 ಸ COS ೫; 
3. sec60=2 4. 4sin°60=3 


ತಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ . . 


2 


Ne 


» ೨ > | | 

5S. 2cot’ O=cosec”0 6. sin3x= ಕಂ 
T. SnOx=Sinx &. sin2Zx=cos3x 
0. cotx = tan8x 10. tan2xtanx =l 
il 


Il. Sin4x-—sin2x=sSIinox 


Wy 


COS3x +COsZx+cosx=0 
COS IN ESCO ET 
el ್‌ 
4. 2sn x-sinx-—1=0 
ನೀ sec20-(3 + 1an8+ 5 -1=0 
( 
ಗಿ. sec0—1=142 -1Jtan6 
7. 2cos30+6cos0+1=0 


8. cosx+cos3x+cosSx+cos7x=0 


ET 
9. SIN— + COSX | 


pe 


10. tanx+4cot2x+1=0 
ll. tan0=l1-sec20 

12. 1+ sin” = 3sin 8cos8 
Ky cosx+¥3sinx =1 
14. sinx-cosx=¥2 

% tanx+secx=¥3 

I: 2e0sx=3smy=2 
17. Scosx—4sinx=6 


18. V3(tan8 + sin6) ಹೆ 
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cos8 = ¥3(1 - sin 6) 

. sin70—4/3cos46 = sin 
UNG tan 2 

. Sin110 sin40 +sin50 sin20 =0 
. cos30+8cos’0=0 


cosec 0+ sec0 = 2/2 


. §ec40-—sec20 =2 


2sin8 sin30 =1 


271. cos0-—sin0=cos26 


| 
°, COSO-sin0=— 
y 


20. cos 0+ smnBH +42 =0 


3 4 2 
. tan’ 8+ cot’ 0 = 8cosec 260 +12 
° SINn40-—sin30+ sin28-—sin9 


° COS8OSINn6H = cos40sin 28 


2cosec XFCOLX= NE 


COTE tan x 


4cot20=cotw 0- tan” 6 


3cos0+ 4sin0=5 


COAX=tanx =2 


: sec x+1= 3 +1han x + ¥3 


Ssinx-—6cosx =O 


ಗೆ f 4 
2668 F sin x)=1 


. -tanxyl+sin2zx)=l+tanx 


ಬ —1 | K 
. Ztan (cos x) = tan (2cosec x) 


ತಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳ . .. 61 


ಅಧ್ಯಾಯ 9 


ಮಿಶ ಊಹ, ಸಂಖೆಗಳು 
a ರ ಶಿ 
91 ಪೀಠಿಕೆ 


x” +1=0 ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸುವಾಗ ಮಿಶ್ರ ಊಹ 


we 


ಸಂಖ್ಯೆಯ ಅಗತ್ಯ ಮತ್ತು ಶೋಧನೆ ಉಂಟಾಯಿತು.  ೫x'=-| ಎಂಬ 
ಮೀಕರಣಕ್ಕೆ ಧನಾತ್ಮಕ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಆಗಲಿ, ಯಣಾತ್ತಕ 
ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಆಗಲಿ, ಭಿನ್ನರಾಶಿ ಆಗಲಿ ಅಥವಾ ಅಭಾಗಲಬ್ರ 


ಧಿ 
ನಂಖ್ಯೆಯಾಗಲಿ ಪರಿಹಾರವಲ್ಲ. pe ಗಣಗಳಲ್ಲಿರುವ ಯಾವ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು 


€L 2 


2 


ವರ್ಗಮಾಡಿದಾಗಲೂ 4-1 ಸಿಗುವುದಿಲ್ಲ. ಇಂಥ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ 
ಗಣಿತಜ್ಞರು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಪರಿಕಲ್ಪನೆಯನ್ನು ಸೃಷ್ಟಿಸಿದರು . 

ಆಯ್ದುರ್‌ (1707-1783) ಎಂಬ ಗಣಿತಜ್ಞರು A-1ಗೆ i: ಎಂಬ 
ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನು ಬಳಸಿದನು. ಅಂದರೆ, i=} ಮತ್ತು ೯ =-!. 
ಇದರಿಂದ ಆತನು ಮೊದಲಬಾರಿಗೆ ೫೪1-0 ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣಕ್ಕೆ 
ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದನು. 

xX+l=0Sor=-1 * x=t-l=ti 

ಇದರ ಪರಿಣಾಮವಾಗಿ ಗೌಸ್‌ (1777-1855) ಎಂಬ ಗಣಿತಜ್ಞ, a+ib 
ಎಂಬ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಪರಿಚಯಿಸಿದನು. 


9.2.1 ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ 

a ಮತ್ತು bಗಳು ಯಾವುದೇ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾದಾಗ ೩+ ಯನ್ನು 
ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇಲ್ಲಿ aಯನ್ನು ವಾಸ್ತವ ಭಾಗ 
ಮತ್ತು bಿಯನ್ನು ಊಹ್ವ್ಯಭಾಗ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


— 


262 ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾ ನ 


ಉದಾಹರಣೆ: 247; 4-5; -3i, 5, Si 
ಸೂಚನೆ: ನೈಜ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣವು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ HR ಗಳ ಗಣದ ಒಂದು 


ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಮಸಂಖ್ರೆಯನ್ನು ಒಂದು ಕಮನಿಯೋಜಿತ ಸಂಖ್ಯಾ ಯುಗ್ಧ 


p) ್ರಿ ಇ hes 


9.2.2 ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ ಯ ಸಹವರ್ತಿ ಸಂಖ್ಯೆ 

2=4+1b ಒಂದು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ ಘಟ 

ನ=4-b ಯನ್ನು 2ಸ RTE ಸಂಖೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಉದಾಹರಣೆ: | 


2=2+7i 2=2-7i 
z2=4-5i z2=4+5i 
2=-3i z=3i 
2=5೨ 2=ನ 


9.2.3 ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಲ್ಲಿ ಗಣಿತದ ಪರಿಕರ್ಮಗಳು 

1. ಸಮಾನತೆ: a+ib=c+id ಆದಾಗ ಮತ್ತು ಆಗಬೇಕಿದ್ದರೆ 
a=e Bad 

2. ಕೂಡುವಿಕೆ: (0+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b +d) 

3. ಕಳೆಯುವಿಕೆ: (0+ib) -(c+id)=(a-—C)+i(b-—d) 

4. ಗುಣಾಕಾರ: (0+/b)(c +id) = (ac —bd) + i(ad + bc) 

a*ib" atid. c-id 

c+id eid pr 


ನ. ಭಾಗಾಕಾರ: 


(ac +bd)+ ilbc -ad) 
c” +d” 
_(ac+bd), ibe ad) 
PS 
6. 2=a+ib ಆದರೆ, ₹-1-b ಎಂಬುದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
22 =(a+iby(a —ib) = (a> +b°)+ i(ab - ab) 


— ಈ 2 
ಆಂದರೆ, 2-4" +b., ವಾಸ್ತವ ಸಂಖೆ 


. 

ಉದಾಹರಣೆಗಳು 

1. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮಿಶ್ರ' ಊಹ್ಯ ಸಂಖೆ ಗಳನ್ನು a+ ib ಯ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ: 
245i | 

VE 2S ad (ii) ———————— 

ಫಂ 7-71 1+ cos0+isin8 


(i) (243) =4+9/ +12 
=4+0(—1)+12 
=—5+12=(-5)+i(12) 


NR 245i 7+ 
(11) = ——X—— 
7— "Ti 1-H “TAT 
pS (14-35) +i(14 + 35) 
§ 747 
—21+1i(4 —3+7i 3 p 
ಸ i449) 37 {eye 
98 14 (eg) (Oy 
ಘಾ l 
UN 
1+cos8+ismn9. 
] + cos0) -isin9 


FTN cee > (1+ cos8) —isin8 
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ಇ 


 l+cos0-isin@ 
(1+ cos6)° + (sin@)? 


(: l+cos0-—isin8 
1+ 2cos0 + cos” 0+ sin? 6 


A I+ cos0-—isin@ 
2+ 2cos8 


+ ULES HM isin8 
2(1+cos8) 2(1+cos8) 


4 3 25in Seas [200 | 
೫ 2 2 1) 


1+i1(3+4i) _ ನ K 
4 > ud Ekad. ಆದರೆ ೭4೬27 ಮತು ಸ2:ಗಳ ಚೆಲೆಗಳನು 
3} — 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


28 


ei Rd yA. 
2-1 a Ts 


—1+7i 2+1 
ಜಾ ps 
2-1{ 2+ 
(-2-7+i14-1)) 
4+] 
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ವ $ 5 
NST (-9)” —(13i)° 
2S 

5 5 25 
_81+169 250 Jy 
25 25 


9.3 ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ ನಿರೂಪಣೆ - ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಮತಲ 
(ಅಥವಾ ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲ) 


ಚಿತ್ರ 9.1 


ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ 2=(4, b)ಯು ಒಂದು ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ್ಮ 
ವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಇದನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಕ ರೇಖಾಗಣಿತ ಪದ್ಧತಿಯಂತೆ ಒಂದು 
ಸಮತಲದ ಮೇಲೆ ಗುರುತಿಸಬಹುದು. ಇಲ್ಲಿ ೩-ಅಕ್ಷವನ್ನು ವಾಸ್ತವ 
ಅಕ್ಷವೆಂದೂ, y-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಊಹ್ಯ ಆಕ್ಷವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಒಂದು ಮಿಶ್ರ 
ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯ ವಾಸ್ತವ ಭಾಗವನ್ನು ವಾಸ್ತವ ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೂ, ಊಹ್ಯ ಭಾಗ 
ಗಳನ್ನು ಊಹ್ಯ ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೂ ಅಳೆಯುತ್ತೇವೆ. ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು 
ಗುರುತಿಸಿರುವ ಈ ಸಮತಲದ ಹೆಸರು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಮತಲ (ಕಾಂಪ್ಲೆಕ್ಸ್‌ 
ಪ್ಲೇನ್‌) ಅಥವಾ ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲ. 


೭2=೫+1) ಎಂಬ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ 
P(x, y) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಗುರುತಿಸಬಹುದು (ಚಿತ್ರ 9.1) 
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9.4 ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಧ್ರುವೀಯ ರೂಪ (ಪೋಲಾರ್‌ ಫಾರಂ) 

ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ 2=(x, y) ಅನ್ನು ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲದ ಮೇಲೆ 
P(x, y)) ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಸೂಚಿಸಲಿ. ಆಗ ರPಯ ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್‌ 
ನಿರ್ದೇಶಕ ಯುಗ್ಮವು (೬, y) ಆಗುವುದು. ಮೂಲಬಿಂದು 0೦ ಮತ್ತು ? 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸಿ. 0Pಯು 0೫ನೊಂದಿಗೆ 6 ಎಂಬ ಕೋನವನ್ನು 
OP =r ಎಂದಿರಲಿ. ಆಗ, (, 0) ಯುಗ್ಮವನ್ನು P ಬಿಂದುವಿನ ಧ್ರುವೀಯ 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


p: 
ಚಿತ್ರ 9.2 


ಚಿತ 9.2 ರಿಂದ ಸಷವಾಗಿರುವಂತೆ 
ಇ ಲ ಟಿ 


x=rcos0 3 
y =rsin0 Ke 


(1) ಮತ್ತು (2) ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ವರ್ಗಿಸಿ ಕೂಡಿಸಿದಾಗ 


2 ) 
x” yy =r” cos°0+r”sin”6 


ಅಥವಾ + y° =” 


ಅಂದರೆ, rex +y 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು 2ನ ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


pe 
ಊ. 


ಅದನ್ನು |2| ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇ 


r-lzl=yx +y 


ಧ್ರುಪೀಯ ಕೋನ 86ದ ಬೆಲೆಯನ್ನು cos0=— ಮತ್ತು sin0= 

r r 
ಗಳಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಯಬಹುದು. ವನ್ನು ೭ನ ಕೋನಾಂಕ (ಆರ್ಗ್ಯುಮೆಂಟ್‌) 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ ಮತ್ತು 0-೩1೭ ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಈಗ v= x+iy ಎಂಬ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು 
z=r(cos0+isin8) ಎಂಬುದಾಗಿ ಬರೆಯಬಹುದು. ಇದನ್ನು 
ತಿಕೋನಮಿತೀಯ ಅಥವಾ ಧ್ರುವೀಯ ರೂಪ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಸೂಚನೆ: ಕೋನಾಂಕವಾದ 6ದ ಬೆಲೆಯು -ಗ ಮತ್ತು ಗಗಳ ಅಂತರ 
ದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ, -ಗ<6 ಗ. ಇದನ್ನು ರದ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಯೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಕೋಷ್ಟಕದಿಂದ ಕೋನಾಂಕವನ್ನು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ಸುಲಭವಾಗುವುದು. 


l 3 

ಉದಾಹರಣೆಗೆ, RU ಮತ್ತು 05H = ವ್‌ ಇರಲಿ. ಈಗ, 

| | WANS 8 pe Tt 

s in6=+-— ಇರುವಂತಹ ರದ ಲಘುಕೋನ ಬೆಲೆಯು E ಎಂಬುದು 

py pe pe —— pS — T ನಿಗ 

ತಿಳಿದಿದೆ. ಈ ಕೋಷ್ಟಕದ ಪ್ರಕಾರ, ಕೋನಾಂಕವು n-0-n-- = 
6 

ಆಗುತ್ತದೆ 

ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಮಾಡ್ಯ್ಕುಲಸ್‌ ಮತು 
ಫಿ 
ಕೋನಾ ೦ಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1+: 
(i) Li ಸ NE. 
WW 1+ 3; Uy) 
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(1) —1+i¥3 =r(cos8 + isin6) ಎಂದಿರಲಿ 
rcos0=-—] ಮತ್ತು rsine=3 


ಇವುಗಳಿಂದಾಗಿ r”=(-1)” +43) =4 ಅಥವಾ 71-2. 


] ಈ 
ಹ ಮತ್ತು RS ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌ |೭|-7=-2 ಮತ್ತು ಕೋನಾಂಕ ೩೯೧ 


[9% 


Wk 
Wk 


SR IE CY 
a. Bid 
ME 1A 


_(1+¥3)+it-3) 


1+ 3 


4 4 


ಈಗ, ಸನ + NE = r(cos0 +isin8) ಆಗಿರಲಿ. 


pe 

ಟು 
i 

ಸ 


ಇಲ್ಲಿ, roos0 =~ ಮತ್ತು pifib= NS. 
2 2 
A SF R 143 
Fr = ಸಾ 
4 4 
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) 143+3)+0+3-23) 1 


ಅಥವಾ 
ಸ 16 2 


L+43 243+1 
4x 22 


ಮತ್ತು sIn0= 1-3 3-1 


X 
ಹಗ, cಂsರ=—= 
p 


4x \ 22 


2 


ಇದರ ಧನಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಿದಾಗ, ಊ=15' 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಕೋನಾಂಕ = -0= 5 


(an) —l1-i=r(cos0+isin0) ಎಂದಿರಲ್ರಿ. 
ಇಲಿ, rcಂs0=-1 ಮತು rsin6=-l 
r p) 
r”=2 ಅಥವಾ ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌ r=42 


ಈಗ, cಂs0=— ಮತ್ತು fino 3 


Np Np) 


ಧನಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಿದಾಗ, ಯವ 


I+ 
2. —— ಅನು ಧುವೀಯ ರೂಪದಲಿ ಬರೆಯಿರಿ. 
NE: [ ಖ 2) 
I+: 1+i 1+ 
ಈಗ್ಯ್ಗ ಜಮ 
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a 


li +2 2 


pe ತ್‌ 


ey 
ಈಗ, 1=0+ii= rlcos 6 + isin 6] ಆಗಿರಲಿ. 


ಇಲ್ಲಿ, rcos0=0 ಮತ್ತು rsin0=1 


r” =] ಅಥವಾ r= 


SEU COSHEDE, snus! Be 


wl 


| TX MS 
1=ll cos— +1sin— 
2 4 


61 
ಯನ್ನು ಧುವೀಯ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ. 


Ek 
“3-3 3-3 343 


_—18i+18i 
9 


—18-18 
HET 


=-—]-j 
ಈಗ, -1-i=r(cos0+isin6) ಆಗಿರಲಿ. 


ಇಲ್ಲಿ, rcos8=-—1|1 ಮತ್ತು rsin0=-l 


r”=2 ಅಥವಾ r=¥2 


| 
~~ ಮತು “n= 
2 2 N 


2711 


ಧನಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಪರಿಗಣಿಸಿದಾಗ a= 


£) 
ಅಂದರೆ, -1-/=42 coy ein] 
4) 4 


ಸೂಚನೆ: 1 -1/ ಮತ್ತು -/ಗಳನ್ನು ಧ್ರುವೀಯ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಹೀಗೆ 
ಬರೆಯಬಹುದು: 
l=1+0[=cos0+isnO, (r”=10=0) 
—l1=-1+0i=cosn+isinn, (r=l1.0=m 
/ n) 


RN 
i=0+i=cos—+isn—,|r=10=—| 
2 FS FN, 


| nn) (=n 
~i=0-i=cof 5) isin 2] bk 
2೫-4 ( 2 


4. ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌ ಮತ್ತು ಕೋನಾಂಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(tL {1} 3 (111) 4 ( — 2 


(1) 13ನ್ನು 13.1 ಎಂದು ಬರೆದಾಗ ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌ = 13 ಕೋನಾಂಕ 
ಮೇಲಿನ ಸೂಚನೆಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದಾಗ 


(i) -5ರ ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌ ಮತ್ತು ಕೋನಾಂಕ 5 ಮತ್ತು ಗ 


(il) 41 ಮಾಡ್ಯುಲಸ್‌ ಮತ್ತು ಕೋನಾಂಕ 4 ಮತ್ತು 


| 


T 
(iv) -2iಯ ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌ ಮತ್ತು ಕೋನಾಂಕ 2 ಮತ್ತು " 
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| 


1+ sin8+icos0 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


j ] 
l+sinO+icos0 L+cof 2-0|+isin( 2-6] 


ನ ಮಾಡ್ಯುಲಸ್‌ ಮತ್ತು ಕೋನಾಂಕವನ್ನು ಕಂಡು 


I 0 
ಆದುದರಿಂದ ಮಾಡ್ಯ್ಕುಲ ಲಸ್‌ ed 3-8 
4 


9) 
ಮತು ಕೋನಾಂಕವು -- 
3 2 


CDF 
6. ‘WEI ಮತ್ತು ೭2೫+) ಎಂದಾದರೆ 


z2+3 
Uu ಮತ್ತು ಗಳ ಬೆಲೆಂ ನ್ನು ಗ್ರ ಮತ್ತು ynಗಳ ev ತ್ರನ್ನಗಳಾಗಿ ಬರೆಯಿರಿ. 
2+1 
NE 
(x+iy)+3 
RY A Ed) 
(x+D+iy (X+3)+t (x+3)-0y 


WwW 


yf 


2x+3)+Y+i(xEI-2y 
ಅಥವಾ wives LST TL hp y) 


(x+3)° + y° 
2x+3)+ V x+3)-2 
fe ALE NL 
(x+3) +y (WEI ye 


೭2=4+b ಅದರೆ ೫-2] ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
&n, m=(a+b)(a -—ib) 
RL 
=|2|? (ಐಕೆಂದರೆ |z- Va’? +b) 
2=4+1b ಅದರೆ |2|] ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
ಈಗ, |2|-್ಥa' +h? ಮತ್ತು =a-ib. |7| Va? +b” 
| 2171 


೫4 +h ಮತ್ತು ವ್ರವನ್ಮ+೬ಿ ಆದರೆ [2-2-21 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಈಗ, 22 =(4.0 -bb) + i(ab, + ab, ) 
F | 2 2 
[zz V(aa -bb) + (ab, + a,b) 
~p 2 2 22 
= aja; + bib - 2a,aybyb, + a, b3 +ajh) + 24,abb, 
| 2 Mor 
3 NOS 2 
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10. 2 ಮತ್ತು 2 ಎಂಬುದು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿದ್ದರೆ 

amp (2/22) = (amp z,) + (amp 2,)- ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 

ಈಗ, 2 rilcos 6, + isin 6,] 

ಮತ್ತು ಪ್ಲವ nlcos 6, +isin6,] ಆಗಿರಲಿ. 
zz) =nnlcos0, +isin8, J[cos0, + isin 8] 
= nn[(cos0, cos) —sin0, sin 8) 

+ i(cos8, sin 8, + sin 8, cos8 |] 

=7್ಗ [cos(6, +0))+1isin(0, + 6 )] 
amp 2,2» =6, +6 = (amp 2) + (amp 2) 


ಸೂಚನೆ: ಈ ಮೇಲಿನ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಗ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿ 


fe ut 3 


ಅವ UIA 
ವ 


(1) (cos8, +isin8, Mcos8 +isin8).....(cos8, +1sin0,) 
=C0s(0, +8, +.....+0,)+isin(0, +0, +....+0,) 

(1) [azz al zzl--- zl ಮತ್ತು 

(a1) amp (2, 2 .....2,) =amp 2, +ampzy+......... + amp 2, 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


9.5 ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಪರಿಕರ್ಮಗಳು 
() ಕೂಡುವಿಕೆ (2 +೬2): P(x, yx) ಮತ್ತು 0, ೫) ಎರಡು 
ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಲಿ 
ಲ 
ಈಗ, 2 = | + 1. 22 pe X) 2 1) ಆಗಿರಲಿ. 
OP ಮತ್ತು ೦೦ಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸಿ, 0PR೦ ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ 
ವನ್ನು (ಚಿತ್ರ 9.3ರಲ್ಲಿ) ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸಿ. 0ಔ ಮತ್ತು Pಲ್ಲಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸಿ. 
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ವಿಕರ್ಣಗಳಾದ 0ಔ ಮತ್ತು P0೦ಗಳು. 8 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. ಈಗ, 5 
ಬಿಂದುವು Pಲ್ಲವಿನ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾಗಿದೆ. 


“u Rd. Yi * ¥2 
2 2 
ಆದರೆ 8 ಬಿಂದುವು 0ಔನ ಮಧ್ಯ ಬಿಂದು ಕೂಡ ಆಗಿದೆ. 


ಈಗ, 0 (0,0) ಮತ್ತು 5=| ಸ, ಪಿ | ಅದುದರಿಂದ 


R=(x+xY+Y) 


R (zi+22) 


ಚಿತ್ರ 9.3 


ಅಂದರೆ, ್ಣ ಬಿಂದುವು [(೫| + ೫3)+ (| + ೪2)|ನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ, 
R ಬಿಂದುವು (2 +*2)ನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 0?ೌ, 0೦ ಮತ್ತು 0೦ಔಗಳು 


ಕ್ರಮವಾಗಿ |2||2| ಮತ್ತು |2 * 2|ಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತವೆ. 


(i) ಕಳೆಯುವಿಕೆ (2-2): Py) ಮತ್ತು 0ಟೂ. ೪) ಎರಡು 
ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಲಿ ಮತ್ತು 2+), 2 =x + 
ಆಗಿರಲಿ. 0PಔR೦ ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜವನ್ನು ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸಿ 
ಬಿಂದುವು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ 2ನ್ನು ಸೂಚಿಸಲಿ (ಚಿತ್ರ 9.4). ಈ ಮೇಲಿನ 
(i)ರ ಫಲಿತಾಂಶದಿಂದ ನಮಗೆ ೭, -೭2+ ೩ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 


ಅಂದರೆ ಔಬಿಂದುವು 2-2, ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. R0 
ರೇಖೇಯನು ಔ' ತನಕ ವಿರುದ ದಿಶೆಯಲಿ ಅಷೇ ಉದಕೆ ವದಿಸ. ಅಂದರೆ, 
ಇ [3 ಣು 20 ಎಕ "ಲ" 


್ರಿ 
OR = OR" ಆದರಿಂದ ಔ' ಬಿಂದುವು 2 - 2ನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 


(ii) ಗುಣಾಕಾರ (2,2): P(x. y) ಮತ್ತು 0(. ೪) ಎರಡು ಮಿಶ್ರ 


ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಲಿ (ಚಿತ್ರ 9.5). 


Y 


(24 * 22) 


ಚಿತ್ರ 9.5 


2 =x +iy, = n(cos0, +1sin0,) 
ಮತ್ತು 2 — X> + 1y> — ry(cos8 “+ 1sIin 0) ಆಗಿರಲಿ 
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OP=r, LXOP =0, 
O00=r, LX0Q =6, 
ಮತ್ತು 0A-| ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ. APಯನ್ನು ಜೋಡಿಸಿ (ಚಿತ್ರ 9.5). 
LROQ = POA =60, ಮತ್ತು ೭೦0R = 2O೦AP ಆಗಿರುವಂತೆ ORO 
ತ್ರಿಕೋನವನ್ನು ರಚಿಸಿ. 
" A°OQR ||| A°OAP 
OR 00 
"OP OA 
IL (°-OA=l) 
easel 
ಥವಾ OR=೦P-೦೦ 
ಥವಾ OR=1 ಗ 
ಮತ್ತು ROX = 1A00 + ZQOR =6, +6, 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಔ ಬಿಂದುವು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆ 2," 2 ಸ್ತು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 
100) < — 


೦ದರೆ, 


(6 


(6 


( 


(iv) ಭಾಗಾಕಾರ {| 12; (2 #0}: Pl. Y/) ಮತ್ತು O(x. ¥>) 
ಎರಡು ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಲಿ (ಚಿತ್ರ 9.6). 


)( 


P(x.) 


R (21123) 


O (x3, ¥>) 


A 
ಚಿತ್ರ 9.6 
z =x +1 =n(Ccos0, +isin8,) 
ಮತ್ತು ೭22=x+1), =7(Cc0$0), +isin8,) ಆಗಿರಲಿ. 
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ಚಿತ್ರ 9.6ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ 

0A -1 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ ಮತ್ತು A ಮತ್ತು 0 ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸಿ. 
OP=n, L2XOP=0, ಮತ್ತು 0೦-೫. ೭೫0೦-6, ಆಗಿರಲಿ. 
£POR = 200A =0, ಮತ್ತು ೭೦್ನೌP=- ೭0೦೩೦ ಆಗುವಂತೆ OR್ನP 
ತ್ರಿಕೋನವನ್ನು ರಚಿಸಿ. ಆದ್ದರಿಂದ 


AORP || AOAQ 

OR _OP 

0A 00 
Tl 
ವ, r 


LROX = LPOX - LPOR =6, 6 
ಅಂದರೆ, ಔನ ಕೋನಾಂಕವು 8, -6, ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಹಾಗೆ ಔR ಬಿಂದುವು ಸೂಚಿಸುವ ಮಿಶ ಊಹ್ನ ಸಂಖೆಯ ಮಾಡ್ತುಲಸ್‌ -- 


ಮತ್ತು ಅದರ ಕೋನಾಂಕವು (6, -6,)) ಆಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ, ್ಣR ಬಿಂದುವು 


9.6 ಡಿಮೋಯ್ತ ರ್‌ನ ಪ್ರಮೇಯ 

(1) n ವಿದ ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಆದಾಗ 
(cos8+isin0)" =cosnO +isin nl 

(11) ಗ ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಭಿನ್ನರಾಶಿಯಾದಾಗ 
cosn8 + isinn6 ಎಂಬುದು (cಂs0+isin 8)” 

ಬೆಲೆಗಳ ಪೈಕಿ ಒಂದಾಗಿರುತ್ತದೆ. 

ಸಾಧನೆ: 

(1) ೧ ಒಂದು ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಯಾಗಿರಲಿ. 


PN 


ಹಗ, ಡಿಮೋಯ್ದರ್‌ನ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು URE. ಸಾಧಿಸುತ್ತೇ 
[99] 


(cos 0+ isin0)” =cosn0 +isin n6 (1) 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಬೇಕು. 
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ಗ=1 ಆದಾಗ ಸೂತ್ರ (1) ಸತ್ಯವಾಗಿರುತ್ತ ದೆ. ಏಕೆಂದರೆ 
(cos 8 + isin 9)’ =C0s0+isin6 


ಈಗ ಗ=m ಎಂದಾದಾಗ ಸೂತ್ರ (1) ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. 


ಅಂದರೆ (cos8+isin®)"” =cosm®8 +isinm® ..(2) 


ಮೇಲಿನ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ಎರಡೂ ಕಡೆ (೭058 + isin 8) ಇಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ 


(cos 8 +isin8)” “(cos 0+ isin 8) 
= (cos m6 + isin m8 (cos 8 + isin 8) 


ಅಂದರೆ, (c0s0+ isin6)”! =cosm®@cos® + i? sin m@sin 6 


+ i(cosmBsin 8 + sin m8 cos 8) 


m+! 


ಅಥವಾ (cಂs8-+1sin 6) = (cosm8 cos 8 — sin mBcos 8) 


+ i(sin mB cos 8 + cos mBsin 8) 
=Cos(m + 1)8 +i sin(m + 1)6 
ಅಂದರೆ, (1) ಸೂತ್ರವು 7 =ಗೆ ಸತ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ n=m+1 ಎಂದಾದಾಗ 
ಕೂಡ ಸತ್ಯವಾಗುತ್ತದೆ. ಆದುದರಿಂದ ಗಣಿತಾನುಮಾನದಿಂದ 
(cos +isin8)” =cosnB8 + isinn8 


ಫಲಿತಾಂಶವು ಎಲ್ಲಾ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿ ಸತ್ಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


(11) n ಯಣಾತ್ಮಕ ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿರಲಿ 
nಗ=-m ಎಂದಿರಲಿ. ಇಲ್ಲಿ m ಒಂದು ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆ. 
ಈಗ, (cos8+isin®)" =(cos@ +isin 0)” 
ನ l 
(cos0+ isin 8)” 


| 


TS NT -- m ಧನಾತ್ಮಕ ಸಂಖೆ 
cos m6 + isin m6 ( ನಾ 5) 
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cosm6 —isin m6 
cosm®8 +isinm6 cosm6-—isinm® 


 Cosm0-—isinm6 


cos? m8 + sin? m6 
=CcosmB8—isinm8 
= COS(—m8) + isin(—m8) 
=Ccosn0+isinn® [*- —m=n] 


ಆದರಿಂದ, ಗ ಯಣಾತಕ ಸಂಖೆ ಆದಾಗ 
'ತಾ (J fs) 


(cos0O+isin8)" =cosn8 +isinn6 


(iii) n ಭಿನ್ನರಾಶಿಯಾಗಿರಲಿ 


) ಫೇ ವ ಹ 
ಗವ! ಆಗಿರಲಿ. ಇಲ್ಲಿ p ಮತ್ತು 4 ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಾಗಿವೆ ಹಾಗೂ ವು 


q 
ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿರಲಿ. 


ಈಗ, cosLoxisn2) =. = 4? 2.0 ein 4 zo 
q qd 


=Co0s p0+isin p09 [ಫಲಿತಾಂಶ (1) ರಿಂದ] 


| 

ಅಂದರೆ, cox Posisno = (cos0 + isin 0)? 
q | 

[ಫಲಿತಾಂಶ (1) ಅಥವಾ (1) ರಿಂದ] 


ಈಗ, ಎರಡು ಕಡೆಯಲ್ಲೂ 4ನೇ ವರ್ಗ ಮೂಲವನ್ನು ತೆಗೆದಾಗ 


cos Pox isn? 0೨ (cos0+isin8)?'9ನ ಒಂದು ಬೆಲೆಯಾಗಿದೆ. 
qJ q 
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ಏಕೆಂದರೆ 4ನೇ ವರ್ಗಮೂಲ ತೆಗೆದಾಗ ಗಳಷ್ಟು ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳಿರುತ್ತ ವೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ, (050+5in8)”'ಸ ಬೆಲೆಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಬೆಲೆಯು 


cos 2:0 + isin Pg ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


q q 
ಸೂಚನೆಗಳು: 
(1) n=-1 ಆದಾಗ 
(cos8 + isin)” SR. 
cos8+isin8 


(i) (cos0-—isin8)” =|cos(—6) + isin(—0)]" 
= COS(—n8) + i sin(—n8) 
=cosnH—isinnB 

(iii) (sinO+icos0)”" # sinn8 + icosn8 


r 
ಆದರೆ, (sin0+icos0)” - 6೧ 3 — — oink 3 
2 \ 


(7 
= COS Nn! 2-0] isinn( 2-6] 
(2 J 2 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
|. ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿ 
(cos 8 —isin gy 
(cos 8 +1sin 9)! 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಉಕ್ತಿಯನ್ನು ಈ ಕೆಳಕಂಡಂತೆ ಸರಳಗೊಳಿಸಬಹುದು: 


[cos-6)+sn(-9)° _[(cos0+isin 9)”']'° 
(cos@ + isin 6)" (cos6 + isin 6)" 


 (cos0+isin 9)”!9 


(SN 
SRST MENG 1 = (cos 0 + isin 6) 
(cos0+isin0) 


=C08220-isin226 
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2/3 
(ii) [eos 3 +n 
2 2 
3 3x] WI Ak 
=C0S|—-—|+isinl—=-—|=cosn+isnn=-—l 
2 WS, 


(cos 20 —isin 28)’ (cos 36 + isin 360) 
(c0os40 + isin 49)” (cos 58 —isin 56)° 


ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಉಕ್ತಿಯನ್ನು ಈ ಕೆಳಕಂಡಂತೆ ಸರಳಗೊಳಿಸಬಹುದು: 


(111) 


7 


(cos + isin 6) 


(cos 6 + isin y 


 (cos0+risin 0) (cos 6 + isin gy 


4 Bg ಸ 
(cos0+1sin 0) (cos 0 +1sin Oy » 


ಫಿ 29 
 (C0s0+1sinH) 
(cos0 + isin)” 
2 -20-78 
= (cos 0+ isin 6) 
pa —107 
=(cos0+1sin8) 


=C0S1070 —isin1078 
n 
l+ sino +icos 7 Re ] 
NS Ais = COS Kunth + isin =] 
lI+sno-—icos® 2 2 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
ಈಗ, sinಿ*i0೦580 = 2 ಎಂದಿರಲಿ. 


| 
ಆಗ, sinpಿ-:cಂs0 = - ಆಗುತ್ತದೆ. 
V4 
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nl 
| +2 


I+ sin0-icosh [1+- 
2 


n 
(4) =z" =(sin®+icos®)" 


z+ 


} n ಧ್ಯ. n n 
ಮಾ 3 - ¢) +1 sin( 3 — ) 
ಜ್‌ NC 3 — 10) +i sin[n3 — 16) 


| | 
3. 2005s0=x+-— ಮತ್ತು 2004೪ -y+- ಆಗಿದರೆ 
೫ y 


= COS(m8 + nO) 


#1 _ Mm 
XxX y 


[1 Ih 


(11) Lu = 2¢08(m8 - nd) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
Xx 


y* 1m 


| 
ಈಗ, 2cಂs0=x+-— 
Xx 


2xcos0 =x” +1 


ಅಥವಾ x” —2xcos0+1=0 


p 2cos8+ V4cos’ 0-4 


p 


ಇ py) 
=Ccos0+4-sin” 0 


ಅಂದರೆ, x=cಂs8zisin® 
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ಈಗ, x=cಂs80+isin6 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 


ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ y=-೮೦೦$0೪+sinಥಿ ಎಂದು ತೋರಿಸಬಹುದು. 
x” =(cos8+isin@)” =cosmO +isinme ...(1) 
ಮತ್ತು y” (cos 0 +isin®)” =cosnQ + isin np 0) 
ಮೇಲಿನ (1) ಮತ್ತು (2) ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಬಳಸಿಕೊಂಡಾಗ 


(() x"y" =(cosm8 + isin m8)(cos no + isin no) 


=cos(m8 + np) + isin(mO + no) 3} 


ಹಾಗೆಯೇ, Nv. = Ccos(mB8 + nO) —isin(m6 + no) ..(4) 


MM 
Xx ¥ 


(3) ಮತ್ತು (4) ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೂಡಿದಾಗ 
| 
ನಾ 2cos(m®8 + no) 


4 0+is1 
MEE) ಮುತು (1) ರಂದ] 
y COSNY + 1SINn np 


= (cosm8 + isin m8 cosn®d —isin n0) 
= (cos mB + isin m8)[(cos(-n0) + isin(—n0)] 
= cos(m8 — no) + isin(mb - nO) (5) 


y.  COSnQ+isinny 
x"  cosm0+isinmH 


= COS(n® — m8) + isin(n) — m8) 


= cos{(m8 — n¢) —isin(m8 — np) (6) 
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(5) ಮತ್ತು (6) ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೂಡಿದಾಗ 


Mm nl 


pS FAA 2cos(m® -— no) 


n m 
X 


y 


4. ಗ ಯಾವುದೇ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಂಖ್ಯೆ ಆದರೆ 


[| 
+i" KN nT * 
(1+) +0-20) =2 TE ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಈಗ, l+i=r(cos9+isin8) ಆಗಿರಲಿ. 


ಆಗ, I [ ಮತ್ತು 0 


1+ 3] cose isin 
4 4 
1+)" = WY co5™ + isin H 
4 4 
i nT .° AT 
5] ggg “UI 


ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ 


A n ; PO 
(1—i)" =(4/2) [eosin 35) cosnE-isinn 
4 4 4 4 


(1) ಮತ್ತು (2) ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೂಡಿದಾಗ 


್ರಿ 
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a+i +a-i” =202) 82 cos 


(1+cos0+isin)”" +(1+cos0—isin 0)” 


0 9) 
=2"*' 0s” 5c0sn5 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


— 
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le <2 


$4 9 
l+cos0+ising = 2೦೦53 3.4 215in 3055 


2] ads | 
=Dcos—|cos—+Iisin— 
7 7 9) 


— pd 


(1+ cos8 +isin0)’ =2" cos” $| e053 + isin 9 


? 9) > PN 
adn 9 cong +isinng ) 
2 2 2 


ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ, 


| 9) 9 | 
(1+cos0-—isin8y' =2" cos "3 cosn$ -isinnd | 42 


(1) ಮತ್ತು (2) ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೂಡಿದಾಗ 


(1+ cos0+isin8)" + (1+ cos0—isin0)" 


pS —— 


=2" cos” $|2c05n 9 
7) ©} 


9 (9) 
=2"* cos" ~cosn— 


10 10 


6. IssinE+icos3) + 1+sinE-icos=)” = 0. ಎಂದು 
3 S S 5 
ತೋರಿಸಿ. 


AE cos 3-5] ಎಂದು: ಬರೆದಾಗ 
S PE 


sin LA ca ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 
5 10 
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ಇದೇ ರೀತಿ, ೦೦5 sin ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ, 


10 10 

A T)3 Pa NY A} 
l+sn— +icos— =|l+cos—+isn— 
5 RN) 10 10 


ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಂತೆ: ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದಾಗ 


10 10 
I C-  ATT 
I+sin—+icos—| =|l+cos—+isn— 
RN) 5 10 10 
10 R 10 - 
= 23 LE ದ + isin*) (1) 
ರೆ, ಹಾನಿ" ಫ್‌ 2) 


ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ 
10 10 


rR AT CE AE 
l+sin—-—ic0s—|- <tbrcos—isin | 
5 5 b 10 10 


(1) ಮತ್ತು (2) ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೂಡಿದಾಗ 


10 ST) 


a Fk Kes 
1esinZ+icos™) + 1sinE-icos3 
5 5 5 5) 
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SS ರರ es 
J. X,.=C0S—+isin— ಆದರೆ XXX =-—] 'ಐಂದು 
fy 4 LA | pa p 


ತೋರಿಸಿ. 


Wo 
X| =COS— +isin— 
2 . 


—— 


T Ney 
NX> gn 


T 
| —- ees 
3 =C05— +isin 
ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗುಣಾಕಾರದ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದಾಗ 
A&A WN \ 
\| \) \3 ಹತ 4 = COS — ಜು — dees 
Ps | 2 3 | 
KE ) 
SN ) 
KISH RS eg 
VE y py. 
EE uS 
ಈಗ ಮೊತ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯೋಣ 
೧- ೧ - 


| | 
tke +ಂಂಯು ಗುಣೋತರ ಶೇಢಿಯಾಗಿದ್ದು r = «<1 
2 pi 


ಪ್ರ ಊಪ್ವ ಸಂಖ್ವೆಗಳು ೧89 


8. 1ಂg(-) ಯ ಕೋನಾಂಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
log, (-10) =a +ib ಎಂದಿರಲ್ಲಿ 
p & =e"! 


ie. -i=e"-¢” =¢"(cosb + isinb) 


—i=e"cosb+ie" sinb 


ಕ ), p p 
ಸಮೀಕರಣ (1)ರಂದ. €“cಂs° b+ e” sin©b =| 


|b 


". ಕೋನಾಂಕವು tan”'(- 00) = - 


wl 
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ಸಾ 


9. 108(4-3i)ಯ ವಾಸ್ತವ ಭಾಗವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
log, (4-3i)= a +ib ಎಂoರಲಿ 


dy e*1b 


=e"(cosb +isinb) 
ಆದುದರಿಂದ 4-€'cಂsb ಮತ್ತು -3=€"sinb 


<4 


ಎರಡು ಕಡೆಗಳ ವರ್ಗಗಳನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು ಕೂಡಿಸಿದಾಗ 


2 2 2 > a. 
SL (cos? b+ sin” p) 


I.€. 25 =e” ಷೆ 


ಅಂದರೆ 108(4 - 3) ಯ ವಾಸ್ತವ ಭಾಗ 1೦85: 


pS 
— 


10. ( +3) +1-i¥3) =32 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಈಗ, 1+i¥3 =7(cos0 +isin8) ಆಗಿರಲಿ. 


ಆಗ್ಯ 1-2 ಮತ್ತು 6-2 
| Tt TN y 
* +43) = 2| cos +isin 3 


=? EL: 
3 3 


‘ekl) 


29] 


ಹಾಗೆಯೇ (3) -2|c0s53 sins] (2) 


(1) ಮತ್ತು (2) ಘಲಿ ಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ಕೂಡಿದಾಗ 


(+3) + (- 43) =2 2.2 00552 


3 


Il. ॥ ಮತ್ತು ಢಗಳು ೫'-214+4=0 ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳಾದರೆ 


Tt 
2” cosn— ಎಂದು ತೋಧಿಸಿ. 


ಅಂದರೆ, a=l+i3 : ಮತ್ತು B=1-i3 ಕತ 


See KE! 
0 ಈ 2 ಲಂ sin ಡ್‌ ಎ pas. ಗ 


% 
| 


"] ™~ 

ಹ RP. Tt n 
ಮತ್ತು B= coin | iW |cosnE-isinn3 
R ೨) 


— 


12. cosa +cosB+cosy =sina+sinp+siny =0 ಆದರೆ 


2 2 2 Ko ತ «2 
(1) cos‘ a+cos B+cos y=sin- a+sin B+sin y 
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(1) cos20+cos28+cos2y =sin 20+ sin2P+sin2y =0 
ಎಂದು ಸಾದಿಸಿ. 


ಈ, cosa +cosP +cosy =0 
ಮತ್ತು, (sina + sin + siny) =0 
”. Ccosa+cosf+cosy +i(sina+sinB+siny)=0 


ಅಂದರೆ, 
(cosa + isin) + (cos + isin B) + (cosy +isiny) =0 ...(1) 
ಇದೇ ರೀತಿಯಾಗಿ 


(cosa -—isina)+ (cosB-isin PB) + (cosy —isiny)=0 ...(2) 


K 
ಈಗ, x+*೪¥+2=0 ಆದಾಗ (x+v+2) =0 


> 7 B. 
ಅಂದರೆ “+೪ +2 +2x+2vz+2za=0 3) 
ಹಾಗೆಯೇ, “+-+-=0 ಆದಾಗ 
y 
y+ x2+ AY 
0 ಅಂದರೆ xv+vz+axz=0 (4) 
XVI 


ಃ; 4 7 
x+y +2 +20)=0 ಅಂದರೆ x+y" +2” =0 


Wy | ಬೆ 
BN X=COSOU+ISN. —=COs0-—1sINna 
k « 


| | Kn 
y=cosB+isinp., -=cosp-isinp 
y 


a4 l 4 
z=cosy+iIsny, —=CoSsy-Iisiny 
i V4 
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ಆಗಿರಲಿ. (1) ಮತ್ತು (2)ರ೦ದ 


ಅಂದರೆ, 


(COs + isin a)” +(cosP+ isin p)” + (cosy + isin y)” =0 


ಅಥವಾ 


(cos 20. + isin 200) + (cos 2B + isin 28) + (cos 2y +isin 2y) =0 


ಅಥವಾ 


(cos 20 + cos 2 + cos 2y)+ i(sin 20+ sin 2B +sin2y)=0 


cos20+cos2P+cos2y =0 (೨೩) 


ಮತ್ತು sin20+sin2B +sin2y =0 (Sb) 


ಫಲಿತಾಂಶ (5೩) ಇಂದ 


(cos a sin” a) + (cos B sin” B) + (cosy —sin” y)=0 


2 2 2 Re.  . 
cos‘ a+cos°B+cos’ yY=sin"a+sin’ P+sin-y 


a 2 
13. x=cos0+isinO ಮತ್ತು V1-¢° =n -1 ಆಗಿದ್ದರೆ 


I+ ccos0= ಕ + nx) [ + H ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
2n k ಯರ್‌ 


ಈಗ, 1-c’? =nc-1 


, =(nc—1)” =n”c”+1-2nc 


} 
ಅಥವಾ 2ಗಂ=೫"” +೭? 
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ಅಥವಾ 2n=c(n” +1) ಅಥವಾ i= t+n) alk) 
2n 


| We 
&n, x+—=(cos0+isin8)+ (cos0—isin0) = 2cos6 ..(2) 
ಹ 


ಈಗ, (+n) 4 Sls ensend] 
2n x3 CEN MNS |: ©; | 


ಅಜ್‌ ಸೇ RE ರ 
2n | ER 
+n’ + n(2c050)] [(2) ರಿಂದ], 


== len’ |rccos® 


=1+ccos6 [(1) ೦೦ದ] 


9.7 ಮಿಶ್ರ ಊಹ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಘಾತ ಮೂಲಗಳು 


=1+ib Rs ಒಂದು ಮಿಶ್ರ ಊಹ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರಲಿ. 


z=r(cos0+isin 8) ಎಂದಿರಲ್ಲಿ. 
z!4 =7'1(cos0 + isin 6)” 
ಈಗ, cosOnn+6)=co56 
ಮತ್ತು sin(2nn + 0) = sin ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 


214 = Hcos(2nn + 0) + LSIn(2nT + 9)“ 


ಡಿಮೋಯ್ದರನ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ 
ಕ ' § 


[cos(2nn + 8)+ isin(2nn+6)]'%ನ ಒಂದು ಬೆಲೆಯು 


2nn +0 
qd 


COS 


+ 1SIn 


2nn +0 
4 ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 


ಆದರಿಂದ, ಗ1-0.1.2...,4-1 ಎಂಬ ಬೆಲೆಗಳನು ಕೊಟಾಗ 
R [ತಾ ಷ [0 


/ / 
z! q =f | 


ಎಂಬ 4 ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 


2nn+ 8 .. [2nn+8 
cos —————1+isin) ——— (1) 
q q 


ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ (1) ರಿಂದ a+1hಿಯ 


q ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಅವುಗಳು ಯಾವುವೆಂದರೆ 


ey ade 8 
n=0": Aco iind 
4] 


gq 
Al 
| 
q Le) 
(4n+0)\| 
ಎ. ತ್ಲ 


n=q~1: "7 eo 


ಫಲಿತಾಂಶ (1)ರಲ್ಲಿ 
ಬೆಲೆಗಳು ಪುನರಾವರ್ತನೆ 


Hg a = 
<4 WA 2(q —-ln+8 
q | q 


n=q q+... ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟಾಗ ಮೇಲಿನ 


ಆಅಗುತವೆ 
ವೆ. 


ಹೀಗೆ, (4 + ib) ಯ q ಮೂಲಗಳನ್ನು ಸೂತ್ರ (1) ರಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. (1-i43)"5ರ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಈಗ, 1-i3 = r(cos6 + isin 6) ಎಂದಿರಲಿ. 


ಆಂದರೆ, 1=rcos6 ಮತ್ತು 3 =rsin@ 


296 


2 ] 
1-i 3 =21eo 3) isin 3] 
MCE. 3)| 


— 


r 
= ಅ 20-3 RE | 
3 3 \ 3: 


5 We” Wis 
(1: p eS cos 2am) visinl 2on-3 
3) \ 3 
Hi (2nn—2 2-3 
=2' ia - (+ isin _ 
PS 
A= 124A 
=25| cof SE}, jsinf ©” 2 
LS 
n=0,123.4 


ಈ ಬೇರೆ ಬೇರೆ 5 ಚೆಲೆಗಳು ಹೀಗಿವೆ: 


EE) 


n=1:2"° HE 
15 15 


n=2:2" RL. 
15 15 


AAR 
ಜತ 2 cos E+ isin 
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2 2 
n=4:2" ca ೨೫ 
1S 1S 


2. (85ರ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರ. 


ಈಗ, 8i=7(cos0+isin6) ಆಗಿರಲಿ. 
ಅಂದರೆ, '0= rcos6 ಮತ್ತು 8=rsin® 


r 


vanes © 
ಆದರಿಂದ, 8i=8 cos— +1sIin— 
is 2 2 


ye W: nt wd Tt 
ಅಥವಾ "81 ಎಳ 2nT+ 3] + isin( Zo + 3) 


— — 


> 4 1/3 Ni F n\ ( ml” 
RNS =8: | Cos| 2nn+— |+isin| 2nT+— 
(A 2) 2) 


— po 


LL 
¥ 


(9) 


n=} 


FM % 
ಸ (4nn+n) ..(d4dnn+n\! 
ಧಾ pC a 


BR “A =1).-]. 2 


oN Jen Ein] 3+1 
6 0 ; 2 2 


| 3 3n \| 
BE ಎಬ 3) + isn( 3) i NE 
74 p ] iy 


ಆದ್ದರಿಂದ, 3+, -3 +; ಮತ್ತು -2; ಇವುಗಳು (8ರ ಬೆಲೆಗಳು. 


pe 
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3.೬3 -8ಯ' ಘನಮೂಲಗಳನ್ನು ' ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: ' ' ಇವುಗಳನ್ನು 
ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ ಗುರುತಿಸಿ. 


ಈಗ, N3ci = r(cos8 + isin 6) ಆಗಿರಲಿ. 


ಅಂದರೆ, 70080--೪/3. ಮತ್ತು rsn60 =-1 


| r | 
ಆದರಿಂದ, AB 2i=2 cod Beis - 3) 
i (+6 ° 06 


| M/3 1/3| ( | AT inl. PE 
ಕೆ -3-i) =D cos, zn) isin gon | 


| ) 6 
m= 12 
R 2 2nn — Sn 
2 0 cal: Sr RL 
18 a TE 
n=0 oe cog 3B} risin =] 
8) 
PV 
pep US se +isn | 
18 8) 
ne2: YE C05 *sin 
18 
ಈ ಮೇಲಿನ ಮೂರು ಬೆಲೆಗಳನ ನ್ನು ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಹೀಗೆ 


ಗುರುತಿಸುತ್ತೇವೆ: 2''3 ತ್ರಿಜ್ಯವಿರುವ ಒಂದು. ವೃತ್ತವನ್ನು ರಚಿಸಿರಿ. ಇದರ 
We SEE 19n 


ಕೇಂದ 0೦ ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ 9.7). x-ಅಕದೊಂದಿಗೆ --- ಮತು 
ಅ We EE, 18’ 18 > 718 


ಎಂಬ ಕೋನಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿರುವಂತೆ 0 ಬಿಂದುವಿನಿಂದ'' ಮೂರು ಸರಳರೇಖೆ 
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ಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಿರಿ ಈ ರೇಖೆಗಳು ವೃತ್ತವನ್ನು ಗ, ೪ ಮತ್ತು ಔಗಳಲ್ಲಿ 
ಸಂಧಿಸಿ ಈಗ P, 0 ಮತ್ತು ಔಬಿಂದುಗಳು (ಖJ3-)ನ ಘನ 


2n 
ಮೂಲಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತ fl ಲ್ಲಿ LPOQ= ZQOR = ZROP = KT 


_ 


ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಬೇಕು. ಅಂದರೆ, A*?P9R ಸಮಭುಜವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


್ಭ ನ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ ಮತ್ತು ಅದರ 


ಗುಣಲಬವು "1' ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
[oY] 


(eS 


ಈಗ 5+ a r(cos6 + isin8) ಆಗಿರಲಿ. 
| i 3 
ಅಂದರೆ, rcos0=— ಮತ್ತು rio 33 
ಆದುದರಿಲದ 7 lL 
4 4 


300 ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


3 T T 
—+1-——=C0S—+[iSin— 
2 2 3 3 


—_ _— 


'» 


4 
| ಹ Ro; 2nn + 2) isin 2m 3) | 
2 2 | \ (3 3 | 


3 Kc T 
=co93f 2m 3 risin3| 2+ 
4\ 4 4 3) 


n=0.1.2.3 
TC ote 
n=. cos—+isIin— Wey 
ಪಿ 4 
7 
n=l. CoS—+1sin— ಬಾ 
4 4 
| 37 us 
R= Ts: aia 
4 pi 
IOxr .. VOR 
n=3 COS——+1sin 4 (4) 
4 
y ak 3)/4 
| REE R ಸ 
(1). (2). (3). 4)ಗಳಂದ = Ee ಗ್‌ ನಾಲ್ಕು ಬೆಲೆಗಳು ಸಿಗುತ್ತದೆ. 


\ 


/ 


ಈ ನಾಲ್ಕು ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಗುಣಿಸಿದಾಗ, 


Pe 3 ye ಸ 
COS el COS SN 
4 4) 4 4 


\ 
13n | IM ior 

Cos +isin-——}-| cos~—4¥ isin — 

4 TT F 


CM ROT ೫ a(t Til OR) 
=C0S—+—+—+— |+isn—+—+—+— 
SN Re ] 
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ಹ ಭೀ (4) 
=cos —— [+isin —— 
4 4 


=Cos10n+isinl0n = (cos2+ isinn)” =(—1)? =] 
% 4 3 pa k ¥ _—) po [-N [5 

5. x —x"-—x +1=0 ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು”ಹೀಗೆ ಅಪವರ್ತಿಸಬಹುದು: 


x D1 —1=0 


i x=0)3 
&n, l1=1+i(0)=[cos(0) + isin(0)] 


ಅಹವಾ l1=cos2nTn+isin 2nT 


n=0 l 
n =] I 
n=2 | 
n=3 | 


Zn \ ern g 
ಹಾಗೆಯೇ, 13 RM n=0,], 2 


ಇದರಿಂದಾಗಿ ಬರುವ ಘನಮೂಲಗಳು ಹೀಗಿವೆ: 
AMO 
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4 


MT CE 


Hn oS RE EE 
3 2 
ಆದ್ರರಿಂದ, ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 


EAE 


WE 1 

6 5s, 4 hy. KN pe 
0. Xx +X +x +X +X +x+1=0 ಎಂಬಿ ಸಮೀಕರರ£ 

ಬಿಡಿಸಿರಿ. 


ಈಗ, ಸಮೀಕರಣವನ್ನು Lied ಗುಣಿಸಿದಾಗ 
"} 
(x1) ತೊ FO, +X tx+l)=0. 
ಎಂದಾಗುವುದು. ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಒಂದು ಮೂಲವು x=. 


ಅಂದರೆ, ಸಮೀಕರಣವು 


*'-1=0 ಅಥವಾ ೫=(1)'' ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. 


-2nn 2nT | 
ನ 
x=(1) =cos + isin n=013.45.0 
7 
ಈಗ 7 ಮೂಲಗಳ ಪೈಕಿ ೧-0 ಆದಾಗ ೫=| ಎಂಬ ಮೂಲವು 
ಬರುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ಇನ್ನುಳಿದ 6 ಮೂಲಗಳು ಕೊಟ್ಟಿರುವ 


ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲ ಲಗಳು ಆಗಿರುತ್ತವೆ. 


7 xh -1=0 ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳು & 


ಈಗ, ಬೆ-೩ ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, ಕೊಟ್ಟಿ ರುವ ಸಮೀಕರಣವು 


AAT a0 
ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣದ ರೂಪವನ್ನು ಹೊಂದುತ್ತದೆ. 


—11£4121+4 


J. 


a= 


ಮಿಶ್ರ ಊಹಪ್ಯ 'ಸಂಖ್ರೆಗಳು 


303 


WW 
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; 112125 
AE Sm 1 


ಅಥವಾ _ 
—176+ 
ಅಥವಾ ೫ ಎಮಿ (16 ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ) 
5 
ಅಥವಾ x KS ಸನಿ [cos Zn + isin 2nTt) 
ಎ 
5-10 2mm 2nn 


RS 5 5 


ಅಭ್ಯಾಸ 9 


ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳನ್ನು (+b ರೂಪದೆಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ. 


4 i 

2+ 303-21) (1) ——r—— 

a 443 3-4 

(240-4) 

(il) — (iv) ald P 
i(i +1) 1+ 2 


ಷ್ಟ 
| 


( (1+ L- i 
(17) (1+) 


cos isin | n=0.12.3.4 
{ 
e 


ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳನ್ನು ಮಾಡ್ಕುಲಸ್‌-ಕೋನಾಂಕ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿ 


ಎ 
(i) 1+i3 Gi. TE (W 
—A3+i i 
1+ 21 ¥ ಭಾ 
(iv) -—8 (v) p (vi} l+cosa+isinG 
2-i 
(vil) l+cosa-—isin (val) L1-itanG 


ಗಣಿತ ವಿಜಾನ 
ku 


£ಗ 


ಈ  ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಡಿಮೋಯ್ತ್ದರನ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


i a+ Gd Cede Gi WF-i) 


(iv) 2] v) Wasi + N2-i) 


ಸ. 


w) (Ws) +W3-i) wip N+P -W3-if 


ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿದಿಯಿ 


Ww” 10 
( NR. n ) 
| cos—+isn—| + ೦055-13೧ 
ಸ 


y S 15 


A 
COS— +1S5IN— 
ಸವ ಸ 


\ 


| WES 
| COS— —IsSIn— | 


> 4 | 
(ii) ರ ಗ. [0 
(sina +icosa) ! 
4k 30 > 
SIN—+Isn— | 
(HE 6 
(4 (cos 20+ isin 28) (cos 6 — isin 6) 


(cos 20 +isin 26)' (cos 30 —1sin 36) 


Wk 5 CR py 
> aT 
(v) AS SB: (V1) 
TE T 
l+cos—-—1isin— l+sin—-—icos— 
8 8 8 8 
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5S. x=Ccosa+isind, y=cosp+isinp 
2=cosyY+isiny ಮತ್ತು ಟ -೮ಂ$0೦+/sinರಿ ಆದಾಗ 


(x+ yNz + u) 


— el) a+B+y+ . a+B+Y+O 
=4cos2 Pos cos PS 
2 2 
| 
ERS 
(x— yz -u) 
| Q.~ 7$ 
4 p 2 2 
er S 
—1SIn ಕ 
ನಾ 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


I 
6. 2cಂs0=x+-— ಮತ್ತು MN ಆದಾಗ 
Xx y 


2cos(0+0)= xv + R 
XV 


| 
2sin(0+0)= xy ಮ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ 
| xy 
7. cosa+cosB+cosy =sina+sinB+siny=0 ಆದರೆ 
(1) cos30 + cos 3B +cos3y = 3cos(a + B+ Y) 
(ii) sin3a +sin3B +sin3y = 3sin(a +B + y) 


ಕ ೨ " 3 
(iii cosa + cos” B+cos“y = 


2 2 2 
5 =sin‘ a+ sin B+ sin“ y 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


8. x=cos0+isin8 ಆದರೆ - 


—] | 
=1tann8: ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
Sf 


9. sin6 + sing =0 =cos8 +cosd ಆದರೆ 
cos20+cos20 = 2cos(n +6 +0) ಮತ್ತು 
sin 20+ sin 20 = 2sin(n + 0+) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
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10. 2 +7 =0 ಆದರೆ 2=0, —1, Iti3 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ 
2 
[2543] 2 3+ ) 
Bien [3 J ಎಂದು ತೋರಿಸಿ 
I w3 1-143 | 
12 RE p-I-3 ಆದರೆ ೭“ +p” 
2 4 2 
KX sl 
ಫ್‌ . 3 3 
=e nan, ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
a (5 
13. x=cosa+isind, y=cosB+isin, z=cosy+isiny 
pT 4 | 
ಎಂದಾದರೆ, + =2cos(30+48-2y) 
EE 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


383 l+a 
14. a=c0s0+isinರೆ ಎಂದಾದರೆ, 


9 
=/c0t- ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
l-—a 2 


° (1+itanO” ಎ l+itann® 
i, - =C0S2n0+isin2n0 =———— 
l-1itan0) I—itann® 


, ¢ 2 p, 2 ml $1 b 
EES EN EE dT cod ar >] 
n a 


ಕ: NEL ಸ 
17. p=cos0+isinO ಮತ್ತು 4 -೮ಂ$0+sinಳಿ ಎಂದಾದರೆ 


18. cosa+2cosPp+3cosy =0=sina + 2sinp+3siny ಆದಾಗ 
cos 30 + 8cos 3p + 27 cos 3y = l8cos(a +B +y) ಮತ್ತು 
sin 30 + 8sin 3B + 27 sin 3y =18sin(a +B +Y) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
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19. [cos0 +cos® + i(sin 6 + sin 9)” 


+ [cos 6 + cos —i(sin8 + sin o)" 


=2"*1 cos” on 1 ಷಿ 


20. ಈ ಕೆಳಗಿನವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


*) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


od C+ Gp W+3)” (ii) (0 
iy DB Ww (2-2) ai) 4-3) 
(Vil) (16): (viii) 7% (id (343 


21. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 
(1) wa 10 
(11) ae 10 
ii) x +10 
(iv) x '=3=0 
(v) =x +x —1=0 


; ~ » 7 
(V1) +x +r +x +x+1=0 


- 
ವಿ 


SE 
2 (cos T+isin 3) ಇದರ ಎಲ್ಲಾ ಬೆಲೆಗಳ ಗುಣಲಬವನು 
[0 


£ 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


23. ೫ -2x-4=0 ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣದ ಮೂಲಗಳು ॥ ಮತ್ತು ಗ 
TL 
ಆಗಿದ್ದರೆ NE 2 osn ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


p= UENN3I-0-0 
2 


1 
ಸ ಆದರೆ p* ನ ಎಲ್ಲಾ ಆರು ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡು 


pa 


ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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ಅಧ್ಯಾಯ 10 
ಅವಕಲನಶಾಸ್ತ 
ಕದ 


ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ ವ್ರ ಎರಡು ವಿಭಾಗಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. ಇಲ್ಲಿ ನಾವು 
ಅವಕಲಶಾಸ್ತ್ರ (Differential Calculus) ಮತ್ತು ಅನುಕಲನಶಾಸ 
(Integral Calculus)ಗಳನ್ನು ಅಭ್ಯಾಸ ಮಾಡುತ್ತೇವೆ. ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರವನ್ನು 
ಮೊಟ್ಟಮೊದಲಿಗೆ ಕಂಡುಹಿಡಿದ ಕೀರ್ತಿ ಆಂಗ್ಲ ಗಣಿತಜ್ಞ ಹಾಗೂ ಜೌತ 
ವಿಜ್ಞಾನಿಯಾದ ಸರ್‌ ಐಸಕ್‌ನ್ಯೂಟ 2 ne(1saac Newton, 1642-1727) 


ಮತ್ತು ಜರ್ಮನ್‌ ದೇಶದ ಗಣಿತಜ್ಞ ಹಾಗೂ ತತ್ತಜ್ಞಾನಿಯಾದ ಗಾಟೆಫ್ರೇಡ್‌ 
ವಿಲ್‌ಹೆ ಲ್ಕ್‌ ಲ್ರೈಬಿ ನ್ಲಿಜ್‌ (CULM 1646- 1716) ಸಲ್ಲುತ್ತದೆ. 


ಆದರೆ ನ್ಯೂಟನ್‌ ಮತ್ತು ಲೈೈಬ್ನಿಜ್‌ ರಿಗಿಂತ ಸುಮಾರು . ಐನೂರು 


ರ್ಷಗಳ pe ಎರಡನೇ ಭಾಸ್ಕರನು (ಜನ್ಮ: ಕ್ರಿ.ಶ.1114) ಆತನ 
ಸಟ! ಶಿರೋಮಣಿ'ಯಲ್ಲಿ ಹಾಗೂ ಅವನಿಗಿಂತ ಹಿಂದೆ 
SES STS (ಕ್ರಿ.ಶ.932) ತನ್ನ "'ಲಅಘುಮಾನಸ' 
ದಲ್ಲಿ ಮು ಗಿ ಚಂದ್ರನ 'ತಾತ್ಕಲಿಕಗತಿ' ಯ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಕಲನಶಾಸ್ತದ 
ಪರಿಕಲ್ಪನ ನೆಗಳನ್ನು ಗ ಕಾಣಬಹುದು. 


10.1 ನಿಷ್ಟನ್ನ 

ಎರಡು ಚರಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಯಾವುದಾದರೂ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಸಂಬಂಧವನ್ನು 
ಹೊಂದಿದ್ದಾಗ, ಒಂದು ಚರಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಮತ್ತೊಂದು ಚರವು 
ಬದಲಾವಣೆಯಾಗುವ ದರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರದ 
ಮೂಲ ಉದ್ದೇಶ. ವಿಜ್ಞಾನ, ಅರ್ಥಶಾಸ್ತ್ರ ಮುಂತಾದವುಗಳಲ್ಲಿ ಚರಗಳ 
ಬದಲಾವಣೆಯ ದರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾದ ಅನೇಕ ಪ್ರಸಂಗಗಳು 
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ಬರುತವೆ. ಇಂತಹ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ ಕಲನಶಾಸ ವ ಪಮುಖ ಪಾತವನು 
ಿ er ] =) ತಹ ಆತ್‌ 


ಒಂದು ಚರವು ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು ಬೆಲೆಯಿಂದ ಮತ್ತೊಂದು 
ಬೆಲೆಗೆ ಬದಲಾವಣೆ ಹೊಂದಿದಾಗ ದೊರಕುವ ವ್ಯತ್ಯಾಸದ ಬೆಲೆಯನ್ನು 
'ಹೆಚ್ಚುವರಿ' ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದು ಧನಬೆಲೆ ಅಥವಾ 
ಯಣಬೆಲೆಯೂ ಆಗಿರಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ ೫ ಚರವು 2.01ರಿಂದ 
2.02ಗೆ ಬದಲಾವಣೆ ಹೊಂದಿದಾಗ ಹೆಚ್ಚುವರಿಯು 0.01 " ನಬೆಲೆ' 
ಯಾಗಿರುವುದು. ಹಾಗೆಯೇ xಚರವು 2.೦9ರಿಂದ 2.8ಕ್ಕೆ ಬದಲಾವಣೆ 
ಹೊಂದಿದಾಗ ಹೆಚ್ಚುವರಿಯು -0.1 "ಖಯುಣಬೆಲೆ'ಯಾಗುವುದು. = 
ಹೆಚ್ಚುವರಿಯನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ನಾವು ಸಃ ಅಥವಾ 6x ಎಂದು 
ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಹೆಚ್ಚುವರಿಯು ಅತ್ಯಂತ ಚಿಕ್ಕಪ್ರಮಾಣದ 
ಬೆಲೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಹೆಚ್ಚುವರಿಯು y, u v೪ ಮುಂತಾದ ಚರಗಳಿಗೆ 
Ay, Au ಮತ್ತು Aಿ೪ ಎಂದು ಸೂಚಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 


y = (ಸ) ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನದಲ್ಲಿ ೫ ಮತ್ತು ೫ ಚರಗಳಿವೆ. ಇಲ್ಲಿ 
ಚರವು ೫೩ ಚರವನ್ನು ಅವಲಂಬಿಸಿದೆ. ನ ಬೆಲೆಯಲ್ಲಿ ಆಗುವ 
ಬದಲಾವಣೆಗಳು ೪ನ ಬೆಲೆಯ ಮೇಲೆಯೂ ಪರಿಣಾಮ ಬೀರುವುದು. 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ ೪ -2೫+3 ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 

ವ ಆಬಾ) ಆಗುವದು. 

೫-3 ಟದಾಗ y= 9 ಆಗುವುದು. 


x= dey = 13” ಆಗಿಬ್ರದು. 


x ಬೆಲೆಯು 2 ರಿಂದ 3ಕ್ಕೆ ಬದಲಾವಣೆಯಾದಾಗ ೫ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ + 1 
ಆಗಿದ್ದು ೪ನ ಬೆಲೆಯು 7ರಿಂದ 9ಕ್ಕೆ ಬದಲಾವಣೆಯಾಗಿ ೪ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ +2 
ಆಗುವುದು. ಅಂದರೆ ಅವಲಂಬಿತ ಚರ ಸ್ವತಂತ್ರ ಚರದ ಬದಲಾವಣೆಯ 
ಮೇಲೆ ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿರುವುದು. 


xನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಬೆಲೆ ಸೀ ಆಗಿ ೪ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸಿy ಆದಾಗ ನ 
Ax 
ಪ್ರಮಾಣದ ಮಿತಿಯನ್ನು Ax 0 ಆದಾಗ ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ 


ಪರಿಕರ್ಮವನ್ನು )ನ ಅವಕಲನದ ಸಹಾಂಕ (differential coefficient) 
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ಅಥವಾ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಅಥವಾ ನಿಷ್ಪತ್ತಿ (ರೇrಃvtive) ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಅಂದರೆ 


im Ax _ dy 
Ax—=0 Ay dx 
pe pe) dy Ul | 
ಈ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು -- ಅಥವಾ y' ಅಥವಾ Jy, ಅಥವಾ ರಿ) ಎಂದು 
dx 
ಸೂಚಿಸಿರುತ್ತೇವೆ 


10.2 ಮೂಲತತ ದಿಂದ ನಿಷನವನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಕಮ 
ವ ಲಷ a ಖಿ 


y= f(x) 24k) 
ಎಂಬ: ಓಂದು ಅಆವಿಚಳ ಉತನವನು ತಗೆದುಕೊಳೊಕಣ್‌ ನೆಲನ 
ANC ಬ a [3 [ee 
ಹೆಚ್ಚುವರಿ ೪ನಲ್ಲಿಯೂ'  ಹೆಚ್ಚುವರಿಯನ್ನು ತರುವುದು. x (x+y) 
ಸಾಧ 


ಆದಾಗ y-(೪+)y) ಆಗುವುದು.' ಸಃ ಮತ್ತು.ಗಿ)y ಅತ್ಯಂತ ಕನಿಷ್ಠ 


y+Ay=f(x+Ax) 7) 
ಸಮೀಕರಣ (2)ರಲ್ಲಿ ಸಮೀಕರಣ (1)ನ್ನು ಕಳೆದಾಗ, 
Ay= f(x+Ax)- f(x) ಆಗುವುದು. 
ಸಮೀಕರಣದ ಎರಡೂ ಕಡೆಯನ್ನು ಸಿಃ ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ, ಎರಡೂ ಕಡೆಗೆ 
Ax ಶೂನ್ಯವನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುವಂತೆ (ಆದರೆ ಸAx#೬0)ಮಿತಿಯನ್ನು 
ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ | 
im AY _ tim fx+tA)- fx) 


Ax—=0 a ™ Ax0 Kr ಗುವುದು. 
ಸಮೀಕರಣದ ಬಲಭಾಗದ ಮಿತಿಯು ಅಸಿತದಲಿದ್ದರೆ ಇದನು ನಿಷನ 
k ಎಷ ಒಬ" 1 ಬ 
dy 


ಎನುತೆೇೇವೆ ಮತು - ಎಂದು ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ವ ಎ ಫೆ dx 


dy tim Le 


ಅಂದರೆ, pi 7 

ಹ Ax 
ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ (೫) ಅವಕಲ್ಕ (differentiable) ಆಗಬೇಕಾದರೆ 
iif Lr 


Ax—0 Ax 
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ಮಿತಿಯು ಅಸ್ತಿತ್ತದಲ್ಲಿರಬೇಕು. 


ಈ ರೀತಿ f(x) ಉತ್ಪನ್ನದ ಒಂದು ಬಿಂದು ೩ನಲ್ಲಿ ಆದ ತಾತ್ಕಲಿಕ 
(instantaneous) ಬದಲಾವಣೆಯ ದರವನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನ ಅಥವಾ ಅವಕಲ ಸಹಾಂಕ 


ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಸಂಕೇತಗಳಲ್ಲಿ fn) f(x). Df (x) ಎಂಬುದಾಗಿ 


10.3 ಬಲ ಮತ್ತು ಎಡ ನಿಷ್ಟನ್ನ (ನಿಷ್ಪತ್ತಿ )ಗಳು 
(Wye f(xy ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನದ ಬಲ ಅವಕಲ ಸಹಾಂಕ (ನಿಷ್ಟನ್ನ)ವನ 
x= 4 ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಈ ರೀತಿ ನಿರೂಪಿಸುತ್ತೇವೆ: 


_ hm 
Rf (x) - 


X= a 


~ 


(ಮಿತಿ ಲಭ್ಯ ವಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ) 


(h 0" ಎಂದರೆ ಡಿ ಎನ್ನುವುದು ವನ್ನು ಧಸಬೆಲೆಗಳ ಮೂಲಕ ಸಮೀಪಿಸುವುದು) 


(i) ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ 8(೫)ನ ಎಡ ನಿಷ್ಪನ್ನ 


fla+h)- y 


Lf '(x) ಭು 
h 


X=4 Ee 
(ಮಿತಿ ಲಭ್ಯವಿದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ) 
(Hh 0 ಎಂದರೆ ಗ ಎನ್ನುವುದು 0ವನ್ನು ಯಣ ಬೆಲೆಗಳಿಂದ ಸಮೀಪಿಸುವುದು.) 
ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ (೫) ಎನ್ನುವುದು ೩ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ನಿಷನ್ನ 


ಯೋಗ್ಯ(ಅವಕಲ್ಯ)ವಾಗಲು 1?'(x)_ * ಔ್ಮ'(೫) ಆಗಬೇಕು. 
MR A 
EE 
ಉದಾಹರಣೆ: f(x) =4146* ಆದಾಗ ಈ ಉತ್ಪನ್ನವು ನಿಷ್ಪನ್ನ 
0 x= 
ಯೋಗ್ಯವಾಗಿದೆಯೇ ಎಂದು ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ. 
ಈಗ RF‘) ಬ We (| 


+ 
—0 x 


312 Ny ಗಣೆ ತ ವಿಜ್ಞಾನ 


SE lim 1 SPB 


x0" x ™ I+e!* ಮ 


ಹಾಗೆಯೇ, 1) Lf ಹ: | 


x—0" 


4 
Xx 
—0 
_ lim |l+e"™ _ lim AV ಯ 
x—>0" x x—>0™ l+e!'* pa +0 ig 


Xx 


e eT 
Fr) ನಿಷ್ಪನ್ನ ೋಗ್ಯವಲ್ಲ. 


k- as x0, Mei 6 0 


10.4 ನಿಷ್ಪನ್ನತೆ ಮತ್ತು ಅವಿಚ್ಛನ್ನತೆಗಳ ಸಂಬಂಧ 


ಪ್ರಮೇಯ: f(x) ಎನ್ನುವ ಉತ್ಪನ್ನವು ೫-೩ ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


ಜಾ 
ಅವಕಲ್ಯವಾಗಿದ್ದರೆ, ೫-೩ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ “ol Wi 
Nv 


ಪ್ರಮೇಯದ ವಿಲೋಮವು (ಆಂಗ೪rse) ಸತ್ಯವ 


ಸಾಧನೆ: ದತ್ತದಲ್ಲಿ f (x) ಉತ್ಪನ್ನವು = ನಲ್ಲಿ ಅವಕಲ್ವವಾಗಿದೆ ಅಂದರೆ 
Ff pL ಮಿತಿಯು 
ey 


ಲಭ್ಯವಿದೆ. 

f(4)ನ್ನು ೫=೩ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವೆಂದು ತೋರಿಸಬೇಕಾದರೆ, ,"' f(1)= f(4) 

ಎಂದು ಸಾಧಿಸಬೇಕು. ಈಗ 

f(x)- f(a) 

(x-—a) 

[f= f(al=0 
= f= f(a) 

" f(x) ಉತ್ಪನ್ನವು ೩-ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 


emf ()- f(a) = ಭು 2) = f'(a\(0) =0 
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ಪ್ರಮೇಯದ ವಿಲೋಮ: ಮೇಲಿನ ಪ್ರಮೇಯದ ವಿಲೋಮವು ನಿಜವಲ್ಲ. 
ಅಂದರೆ, ೫-೩ನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿರುವ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ೫-4 ನಲ್ಲಿ 
ಅವಕಲ್ಯವಾಗ ಬೇಕಾಗಿಲ್ಲ. 


ಉದಾಹರಣೆ: (೫) |೫| ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ೫-0 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


f () ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ. ಈಗ 


f(x)- f(0) 
(x—0) 


ಇದೆಯೇ ಎಂಬುದನ್ನು ಪರೀಕ್ಸಿಸ ಬೇಕು. 
fu dx|=x, x20. ಮತ್ತು 


0s, 


fdr, x0 


a ON LS 
K ಭೆ ee ಫ್‌ — = € ಇ 
x20 wud ik 


1m Sf0-Ff0 im lx mx -1 (ಎಡನಿಷನ್ಸ) 


x0” (x pe 0) x0" x—0 


ಅಂದರೆ Rf '(0) # Lf '(0). 
(0) ಲಭ್ಯವಿಲ್ಲ. ಆದ್ದರಿಂದ x=0ನಲ್ಲಿ f(x) ನಿಷ್ಠನ್ನವಾಗಿರುವುದಿಲ್ಲ. 


ಬು 


10.5 ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ ನಿಷ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು 
10.5.1 ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ ೫” ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಪನ್ನ 


x'ನ ನಿಷ್ಪನ್ನವನ್ನು (೫ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ) ಮೂಲತತ್ತದಿಂದ 
ಕಂಡುಹಡಿಯಿರಿ. (ಇಲ್ಲಿ ೧ ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆ) 
y= x” I 
ಹಾಗೂ Ax ಎನ್ನುವುದು ೫ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿಯಾಗಿರಲಿ. ಅವಲಂಬಿತ yನ 
ಹೆಚ್ಚುವರಿ Ay ಆಗಿರಲಿ. ಅಂದರೆ, x-(x+A) ಆದಾಗ 


y 2 (೪ + Ay) ಆಗುವುದು. 


314 ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


y+Ay=(x+ Ax)" .-- (2) 
ಸಮೀಕರಣ (1)ನ್ನು (2)ರಿಂದ ಕಳೆದಾಗ, 


Ay=(x+AxY' -(x") 
ಇದನ್ನು Ax ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


Ay (x+Ax)"— x” 
Ax Ax 


Ax 0 ಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ, 


PV 
5 ad 


[1 nm 
ರ ) ಗ ಸಾ: —1 A 
ಮಿತಿಯ ಫಲಿತಾಂಶ | |e ಗಂ” ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದಾಗ, 


x-a | 
dy n—l 
ಗ 
dx 
ಅಂದರೆ Gy Lyne 
dx 
ಮೇಲಿನ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ಕೆಲವು ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸೋಣ. 
d pe 
lL —w=l xT =1- x =1 
dx | 
p a Ss 
dx | 
Od: 3 Ka -4 
3° — =-—3: 3X 
ನಷ ) 
TT 
AN dx Xx 
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10.5.2 ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆಯ ನಿಷ್ಟನ್ನ 

y=c ~~&1) 
ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. Cc =ಸ್ಪಿರಸಂಖ್ಯೆ ಥನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸಃ ಆದಾಗ ೪ನ 
ಹೆಚ್ಚುವರಿ Ay ಆಗುವುದು. 

"” y+Ay=c ) 
(2)-(1) = Ay=0 


Ax ನಿಂದ ಬಾಗಿಸಿದಾಗ, Loa (Ax # 0) 
Ax Ax 
ick “Ay | 
hm 3 hm 
op eg 
Ax—0 Ax Ax—0 
dy d(c) 


° 


* 0 = 
pe dx 
ಅಂದರೆ, ಒಂದು ಸಿರ ಸಂಖೆಯ ನಿಷ್ಠನ್ನವು ಶೂನ್ವ. 


ಸ Ke) 


10.5.3 ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮೊತ್ತದ ನಿಷ್ಪನ್ನ 


y=u+೪ ಆದಾಗ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
dr de dx 
u ಮತ್ತು ೪ ಗಳು ಎರಡು ನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಾಗಿರಲಿ. 


ಅಂದರೆ ಭ=u(x)+ v(x) H 


XRD ಹೆಚ್ಚುವರಿ Ax ಆದಾಗ ೪) ನ ಹಚುವರಿ Ay UN ನ ಹೆಚು ವರಿ 
3 - ಚ ಇತ 
Au ಮುತು, ೪ನ ಹಚು ವರಿ Av ಆಗುವುವು. 


Y+Ay=(u+ Au)+ (v + Av) a 4 
(2)-(1) = Ay=Au+Av 


316 ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


Ax 0 ಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 


lim Ay _ lim de lim Av 
Ax=0 AX Ax=0 FR Ax—=0 Ar 
dy du dv 
ಅಂದರೆ = +— 
dx dx dx 
d du dy 
16. —(u+V)=—+— 
dx dx dx 
= ನಿಯಮವನ್ನು ಸಾರ್ವತ್ರೀಕರಿಸಿದಾಗ 
d du dv dw d 
ET NE ES JE 
dx Ar: dx Cdr dr 
A du dv 
ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ನಾವು —(#—V)pe——— ಎಂದು 
dx dx dx 
ಸಾಧಿಸಬಹುದು 


10.5.4 ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ ಮತ್ತು ಸಿ ರ ಸಂಖೆಯ ಗುಣಲಬದ ನಿಷನ 
ಲ - ) Ya) ಲ''ಷ 


dv du 
y=೮cu, = ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆ 1” -೫xನ ಉತ್ಪನ್ನವಾದಾಗ = 
೪ lx dx 
ಎಂದು ತೋರಿಸೋಣ. 
u=u(x) ಎನುವುದು ಒಂದು ಉತನ ಮತು cಎನುವುದು ಒಂದು 
4 Ww — 4 
ಸಿರಸಂಖೆಯಾಗಿರಲಿ. €4 ಎನುವುದು ಗುಣಲಬ. 
ಈ ರಿ _ [ 
y = Cu NS 
Ax ಎನುವುದು ನ ಹೆಚು ವರಿಯಾದಾಗ, ಸಿy ಎನುವುದು ೪ನ ಹೆಚುವರಿ 
ಲ ಚ ¥ 4 ಚ 


ಮತ್ತು ಸಿಟ ಎನ್ನುವುದು ॥ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಆಗುವುದು. 
y+Ay=c(u+ Au) BE 


(2)-(1) = Ay=cAu 
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dy lim Au 
ಅಂದರೆ C೨ 
FR Ax—=0 Ax 
dy du 
1.€. —=(— 
dx dx 
d 
dx i 


10.5.5 ಎರಡು ಉತನ್ಪಗಳ ಗುಣಲಬದ ನಿಷನ | 
N ಲ [a ಹಳೆ 
u ಮತ್ತು ೪ ಎರಡು. ೫ನ ಉತ್ತ್ಪೆನ್ನಗಳಾಗಿದು (ಒ೪) ಗುಣಲಬ ವಾದಾಗ, 
«dv du 


d 
—(uv)=u— +v— ಆಗುವುದು. 
dx ‘dx ax 


y =uv ನ್ನ ಕ ೫) 
ಆಗಿರಲಿ. ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸಃ ಆದಾಗ ಕ್ರಮವಾಗಿ }), u ಮತ್ತು ೪ಗಳ 
ಹೆಚ್ಚುವರಿಗಳು ಿ೪.A ಮತ್ತು ಗಿಃ ಗಳಾಗಿರುತ್ತವೆ. 
ಎ ‘“y+Ay=(u+ Au)(v + Av) “A2) 
(2)-({10) => Ay =(u+Au)v+Av)—uv 
= VAu + uAv + AuAv + uv = uv 
= VAu + uAv + Au : Av 


A ಸ 
+ Ax, SV 
| s+ AX Ax Ax. Ax 
Ax 0 ಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ, 
lim AY te A im AY, lim (3 w) 


Ax A Veen u y ್ಯ 
AN NE 
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<u 


] | y 
ಅಂದರೆ, Dp REL 


d 
ಅಥವಾ — (uv) ಫಸ pe 
d 
ಇದನು ಸಾರ್ವತೀಕರಿಸಿದಾಗ, 
೩ ಸಹ, 


dw du dv 
—(UVW) =UV—+VW—+uw—. 
d d 


x x be dx 
10.5.6 ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಭಾಗಲಬ್ಧದ ನಿಷ್ಟನ್ನ 


| u 
u ಮತ್ತು vಗಳು xನ ಎರಡು 'ಉತ್ಪ್ಸೆನ್ನಗಳಾಗಿದು — 
V 


K “du dv 
d {u ಜ್‌ ಸ್ಯ 
|| ಎಂದು ತೋರಿಸೋಣ 
x 


k 


a WEE) 


ಆಗಿರಲಿ, ೩ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ Ax ಆಗಿ yನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ Av ಮತ್ತು ಸಿಟಮತ್ತು 


Av ಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ u ಮತ್ತು ೪ಗಳ ಹೆಚ್ಚುವರಿಗಳಾಗಿರಲಿ. ಆಗ 


u + Au 
v + Av 


y+Ay= Me’ {2)] 


u+Au uu 
(2)-(1)) = Ay = oe 


v+Av v 


uv + VAu — uv — uAv 


(v + Av)v 

(ತ 2] 

Meck Le 
TS, 


Ax (v + Av)v 


Ax —0 ಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ, 
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Ax>0 ಆದಾಗ A೪v=0 ಸಮೀಪಿಸುತ್ತದೆ. 
Y_im 1 OO im] Aue Av 
dx 40 (+ Av)v Ax—=0 Ax IW 


+. 
dx (v+0)wl dx dx 

d (uw) |Va-us 

dx \v - 


10.5.7 €* ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಪನ್ನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


Nx 


) “A 
೩ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸಿ*ಆದರೆ, ಸಿ) ಎಂಬುದು ೪ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಆಗುವುದು 
y+Ay=e™™ Re) 
(21) = Ay = eM 
Ax ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ Ay _ le rer 
Ax Ax 


Ax 0 ಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 


dy _ lim ಲ್‌ ಲ್‌ ಹ lim A 
he Ax—=0 | ಫ್‌: a] hs | 
dy | 

=e"(1) E- K slo ¢e= % 
ಪ ] 
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dy — p* 1 de* "4 x CALS. ok 
dx dx 


Xx 
10.5.8 a NC ನಿಷ್ಟನ್ನ 
4 0 
y=" ಆದಾಗ ವ 1೦೩. ಎಂದು. ತೋರಿಸಿ. .... 
R ‘dx ೬ ಸ tS ee NS Un K 
y=a" st REY 


ಆಗಿದ್ದು ೩ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸಃ ಆದಾಗ, ಸಿ೪ ಎಂಬುದು" ೪ಸ 'ಹೆಚ್ಚುವರಿ 
ಆಗಿರಲಿ. 


y+Ay=a™™ | Wh 

D-DD B Ay=a" a 
+A, 
3 


Ax 0, ಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ, 


x+Ax NX 
im AY _ iim |4 ತ್‌ | 


Ax—0 Ax Ax 0 AE | 
dy lim a” a™ ಸಕಕ 
FR ™“Ax0 Av 
Xf _Ax 
lm|a(a 1) 
Ax—0 Ax 
| Ax 
x, lim A l 
a Ax—0 Ax 
‘dy \ hm | 
Fe log, a = 1080 


d 
“la” ) =a" -10ga 
FE 
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10.5.9 ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ 10 ೫ ನ ನಿಷ್ಟನ್ನ 


dy 1 
y =10್ಮ ೫ ಆದಾಗ ಎಂದು ತೋರಿಸೋಣ 
de. ¥ 
=log, x (1) 


Ax, xನ ಹೆಚ್ಚು ವರಿಯಾದಾಗ )ನ ಹೆಚ್ಚು ವರಿ Ay ಆಗಿರಲಿ. 
y+ Ay =log,(x + Ax) 2) 


(2)-{1) = Ay=log,(x+ Ax)—log 


¢ ¥ 9 


ಸಿ ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ, ಎ S828) logs +48) 10g | 


Ax Ax 


ಮಿತಿ Ax 0 ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ, 
MEANY | 10g, (hid ls x| 
| A307 Av =Ar0 | Ax | 


p 
ಆರಿದೆ 
dx | Ax “Nk 


li | X 
ನ! br ae[1+ 3] 


lim 1 


x e] 
$4! x Hog (1+ )) 


dy _ mL. | fog | 
0g 


ಕ| 


r 


Xx 


lim 


I Ax 
ky ’M ( i ss 
X i sy 
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d 
— (log, x) LS [- logee = 1] 
dx P, 


10.5.10 ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಂಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳು 
(©) sinx 

y =sInx sy 
ಆಗಿರಲಿ ೫ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸಃ ಆದಾಗ ೪ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸಿ೪ ಆಗಿರಲಿ. 

y+ Ay =sin(x + Ax) 4 | 
(2)- (1) = Ay =sin(x + Ax)—sin x 
A ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ, 
‘Ay sin(x+Ax)-—sinx 

A Ax 

ಮಿತಿಯನ್ನು (Ar 0) ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 


{ p . 
im AY _ tim | sin(x + Ax) —sin x | 
ETE 
A RAN 
| ZOOS SIN 
dy * WANE pT \ , / \ Ke 
“Ar 30; 
ets Ax 
{ C-D’ 
: sinC-—sinD=2cos sin | 
| - J 


ಈ 
« 
dy _ lim 2X+AX) im 
dN ; 
dx 
L 


=2,೬೨0C0S 


| 
| sin 
Hn ಲ) lim 2/1 


ಅವಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ 323 


1 
ಅಂದರೆ hE COS X. 


dx 


1.€. i =COSX. 
dx 


(ಆ) cosx 

Y= COX R (1) 
ಆಗಿರಲಿ ೩ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸಃ ಆದಾಗ ೪ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಗಿ) ಆಗಿರಲಿ. 

y + Ay =cos(x + Ax) (2) 
(2)- (1) = Ay =cos(x+ Ax)—cosx 
Ax ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 
Ay cos(x+Ax)-—cosx 

Ax ಬ Ax 

ಮಿತಿಯನ್ನು (Ax > 0) ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 
im 2 tim [Cos(x+Ax)-—cosx 
Ax | 


dx Ax—0 


, ($2) 
KN) —— 
LE sin, 5] im|_ (2) 
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“Fr AX 
2x+ Ax sof >) I 
ಮ li li - 
“2 n( 5 Juz A 5 
2 
Lr: Ga" 1 
2 
(3) 
= —sin| — 
2 
“dv 9 WN | 
ಅಂದರೆ ಟಕ. ಪ್‌ ”. —(COoSsx) = -—Ssinx. 
x dx | 
(%) tanx 
Vy =tanx PT 


ಆಗಿರಲಿ ೩ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸಃ ಆದಾಗ yನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸಿ) ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
y+ Ay =tan(x + Ax) 2) 

(2)- (1) = Av =tan(x + Ax)-—tanx 

Ax ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ, ಮಿತಿಯನ್ನು (ಸಃ 0) ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 


lim AY ies ಯ — tan | 


Ax0 Ar 50 
Ax Ax 


[ ( ನಾವಾ ಇಷ fs 
ಅಂದರೆ ಗ ಮಟ 
Ax 


[-.- tanA-—tanB =tan(A- Bl + tan Atan B| 


dy _ tim TADAX fim 
dx 0 At "Ax—=0 


(1 + tan(x + Ax)tan Xx) 


=1.(1+ tan(x + 0)tan x) pd ಲ = ] 
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A 
=](1+ tan" x)= sec” x 


7) 7 
[J+ tan x= sec.X| 


1.€. 7 ns) =sec’ x. 
dx 


(8) cosecx 
y =COSeC Xx ಗ |) 

ಆಗಿರಲಿ ೫ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ Ax ಆದಾಗ yನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ Lಿy ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
”- Y+Ay=cosec(x + Ax) “4K 


(2)- (1) = Ay =cosec(x + Ax) -—cosecx 
Ax ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ, ಮಿತಿಯನ್ನು (ಸಃ 0) ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ, 


iin ಬ Ss | cosec(x + Ax) —- cosecx | 
x07 “Ax ೧೪ ಮ 
4 
| | 1 
dy jim |sSinx+Ax) sinx 
ed CEN, 3 eee oy NE 7 
Ax 
L 
lim | sin Xx —Sin(x + Ax) 
T Ax -0) p K 
| Ax-sin(x + Ax)-sinx 
lim Jia Sih tx) y sine 
Ax-—0 ಡಿ: 
sin(x + Ax).sinx ¥™? Ax | 
_ 
im | I 
Ax—0 


| sin(x + Ax).SIn x 


ನ 2cos(34 ಸಮಿ Xx ine tAr- x] 


Ax—0 
R Ax 
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se lin |__| (he 
ಭ್‌ sin(x + Ax)sin x 


> E 
SiN — 1 
=—2———————.c0s 2) he 200 
(sin x.sin x) 2 Ax 2 
2 
d I I 
ಧು ——.C0S x.1X— 
dx sin” x 2 
“R dy cas: 71 
ಅಂದರೆ —=————————=-—COtX.COSECX 
dx SINX SINX 
d 
Ke, —(CO0Secx)=—COtx.COosecx 
dx 
(eq) secx 
y=Secx NE) 


ಆಗಿರಲಿ ೫ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಗೀ ಆದಾಗ ೪ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸಿಃ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
y+Ay =secx+Ax)... (2) 

(2) - (1) = Ay = sec(x + Ax)-—sec x 

Ax ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ, ಮಿತಿಯನ್ನು (Ax 0) ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ, 


im AY _ jim |Sec(x+Ax)-secx 
Ax=0 Ay 0 ENS RY 


Ax 
| 531 
dy lim | Cos (x¥FAX)"TOSS 
dx Ax—0 Ax 
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im] COosx-cos(x+Ax) | 
Ax=0 | Cos(x + Ax)cosx “Ax 


Rate: gin SALEECE SK ಹಲ 
NN 0 
¢h ಪಿಸಗಳಿ cos(x + Ax).COosS Xx Ax 
mt | 
Re Cos(x + Ax).Cos x. 
೫ k 2, ೪: (ss) ] 3] 
: im 2sin( nL 
ig Ax | 
‘ ಇ 
kd 2) 
A Cos(x + Ax)cosx | 
le: NE 
lim ನೀ hm’! sin" | 
Ax—0 \r->0 | 
ಮ | _ 
=2—————— 
A cos(x + Ax)cos x Me 
“Ar 1 
lim 2x+Ax) ima SM WE 
EY 
4 ~ # ೬" "ಸ ಸ್‌ pt > — 
| P 2% | 
=D —————sinf—  1x— 
cos(x + 0)cos x 2 2 
dy l | 
ಅಂದರೆ ಸಾವ x: 
dx cos” 


| dy RON 
1.€. —=-— = tan x.Sec x 
dx COSX COSX 


d RS 
ಅಥವಾ —(secx) =tanxSecx . 
dx Ls: \ ಹಿ 
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(ರ 
[NO 
0೦ 


(ಊ) cotx 
y =cot x RY 
ಆಗಿರಲಿ ೫ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸೀ ಆದಾಗ ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸಿy ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
y+Ay =cot(x+ AN) a 2 
(2) - (1) = Av =cot(x + Ax) — Cot x 
Ax ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ, ಮಿತಿಯನ್ನು (Ax 0) ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 


im AY _ iim cot(x + Av)- cotx 
Ax=0 “Axr—0 
Ax 


74? 
} a | 
dy lim tan(x+Arv) tan 
Ar | 
pr Ax 


Le 


lm | tanx-—tan(x+ Av) ] 
ad Ri FAs) tan I 


lim I tan x+Ax)-tanx 
“Ar-30 'Ax-0 
> gan(x + Av).tanx | Ax 
FP pA 
ಘಲ್‌ lim | | | 
“TAs | 1X 


50 
| tan(x + Ax).tan x 


lin ರ + Ax-— xMl+ tan(x + Ax)tan d 
Err AT SEN EE 


Ax 
| im (aANX jim 
[ak Ax—0 nL + tan(x Ls Ax tan Xx) 
(tan x.tan Xx) Ax 
| 
= sec” x 
lan" Xx 
d | 
ಅಂದರೆ ಕ =-— ಸ್‌ ಹ cosec” x 
dh in x 


Ks (cot x) = —cosec”x 
dx 
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(ಯು) sin(ax) 
y = sIn(ax) CH 
ಆಗಿರಲಿ ೩ನ,ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸಿ: ಆದಾಗ ೪ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ೪ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 


”. Y+Ay=sina(x+Ax) KAT 
(2)- (1) = Ay =sin(ax + aAx) -sinax 


Ax ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ, ಮಿತಿಯನ್ನು (ಸಃ 0) ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 


li AW He  sin(ax + aAx) - sin |] | 
Ax>0 A =Ar-0 Ax | 


[NS 


\ UNLFAN+UX |<; N+UAN-ux 
COS [Sh ) sin (arrui-s 


Ax 


cin( AX 


(2ax+aAx)\ jm pp 
COS A : 
Ar—0 | Jar 0 ಣ್ಯ 

Ax 


ts 


‘{aAx) 
$1: | 
2 lim Cs 2ax+aAx\ jn I 
Ax—0 ೧ Ax—>0 [A 
aAAx 
SINn—— 
p “Ax-—0 ¥ Wek wR 
KS i ಪನ 0 aAx 2 
p 


f x 
= 2:60 ಬ] ed 
KN 
d 
ಅಂದರೆ y- = (COSax)a 


X 


1.e d (Sinax) =a cos 
€. = ax. 
dx 
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ಬ್ಯ 


ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ೧ನ ಬದಲಿಗೆ ಯಾವುದೇ ಭಾಗಲಬ್ಬ ಸ್ಲಿರ ಸ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು 
ಕೊಟ್ಟಾಗಲೂ ಸಹ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. wnar" ಪ 
ರೀತಿಯಲ್ಲಿಯೇ (ಆ) ನಿಂದ (ಊ))ಸಲ್ಲಿನ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ 


ಉತ್ಪನ್ನಗಳೆಂತೆ cಂsax, tanax, cಂsecax, cಂtax ಮತ್ತು secax 


ಮ 


pr? ನಿಷ್ಟನ್ನ ನ್ದ ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು": ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು 


K d | 
1) —(cosax)=-asinax. 
dx 
y: d 
11) —(tanax) = asec” aX. 
dx 


& d 
111) OE aX) =—aCcosecax COtax 
dx 


ಇ ದ ನಿರದಿದದಿ ಚತ 
iv) FA SEeCax) = asecax tan ax 


x 
d > 
Vv) —(Cotax)=-—acosec ax 
dx 
(ಎ) e(%) 
y=e) (B) 
ಆಗಿರಲಿ ೩a ಯಾ: ವುದಾದರೊಂದು ಸ್ಲಿರಸಂಖೆ. 
[$9 
xನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸೀಆದಾಗ ೪ನ ಹೆಚ್ಚುವರಿ ಸಿ ಆಗಿರುತ್ತದೆ 
pe yy EA (2 


(2) ಈ (1) = Ay = '& e" W(x+ Ax) pe 
' Ax ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ, ಮಿತಿಯನ್ನು (Ar > 0) ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ 


Sab ಸ pl 


A Ax—0) | Ax 


ax _uAx UX 
1 5 


ಅಂದರೆ ಲ 
dx 0 
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(& 


aAx 
dv 
—=ae”.l=ae" 
dx 


d 


—(e"”) =ae"" 


"ಇದುವರೆಗೆ ಕಂಡುಹಿದಿದ ನಿಷನ ಗಳ ಪಟ್ಟಿಯನ್ನು ಪೆನಪಿನಲ್ಲಿಡಬೇಕು: 


ಬ «೬ 


'R Ee nx”! 


dx 


dx x 
4 le )=e 
5 la")=a" log, a 
6. “og, x)= 


F. Se x)= cosx 
dx 


8. LP MEN, 
dx 

9. EU EE X 
dx 


d 
10. (೦೦ಊec Xx) = —Ccosec x cot x 
dx 


332 ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


d 
ll. —(secx)= sec x.tan x 
MI 


d 
12. —(cotx)=-—cosec’x 
dx 


&__ 
13. —sinax=acosax 
dx 


de A 
14. —cosax = -asinax 
dx | 


d 2 
IS. —tanax =asec" ax 
dx 
d | 
16. pi SEC ax = aSecaxlanax 
ಪ ಇ 


d 
17. —cosecax = -acosecaxCcot ax 


dx 
18. —cotar = —acosec”ax 
dx 
19. d ಫ್‌ FX ae” 
dX 
d 
20. —(e)=0 
pr (c) 
21 a — cd 
dx | 
22 LP & N 
dx dx dx 
23 —(u.v) ಈ ನ + UU 
dx dx dx 
d dv 
A 
24. 3(*] CV 
dx \vV p> 
2ನ, Ed = wv + G + wd 
& 4X dx dx 
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10.5.11 ಹೈಪರ್‌ಬೋಲೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 

ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಉತ್ಸನ್ನಗಳಲ್ಲಿನ ಚರಗಳು ವಾಸ್ತವಸಂಖೈಗಳಾಗದೆ 
ಮಿಶ್ರಊಹ್ಯ ಸಂ ಖೈಚರಗಳಾದಾಗ ಹೈಪರ್‌ಬೋಲೀಯ ಉತ್ಪನ್ನೆಗಳು 
ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ: 

sin(ix) = isinh x [sinh xನ್ಹು ಹೈಪರ್‌ಬೋಲಿಕ್‌ ಸೈನ್‌ ಮತ್ತು 


cos(ix) = cosh x [cosh xನ್ಪ್ತು ಹೈಪರ್‌ಬೋಲಿಕ್‌ ಕೊಸ್ಕೆನ್‌) 


ಎನು ತೇವೆ. 
[= p 
e* ಆಫ್‌ 
ಹೈೆಪರ್‌ಬೋಲಿಕ್‌ ಸೈನ್‌ ಉತನವನು ಎಂದು ಮತು 
ಲ 9) ಬ Recwpede ai 
| R 
a ಳೆ AE § 
ಹ್ಲೆಪರ್‌ಬೋಲಿಕ್‌ ಕೊಸ್ನೆನ್‌ ಉತನವನು ಎಂದು 
ಲಿ sd Wp $4 $3.4 9 +, 
ವ್ಯಾಖ್ಯಾನಿಸಲಾಗಿದೆ ಭಿ ಹೈಪರ್‌ಬೋಲಿಕ್‌ ಉತ್ಪನ್ನಗಳೂ ಸೇರದಂತೆ 
೬ 
Vv ] 
2 ನ 6 + ¢ 
|. smhx=— — Zz. cok 
ಈ) iy) 
#4 
snhx ee —e 
Ranh = F~ — 4. cosechx=-— 
CONT sinh x 
| costhx 1 
5. sechx=— — 60. cothx=——=+——— 
cosh x sinh x tanh Xx 


ಹೈಪರ್‌ಬೋಲಿಕ್‌ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ಕೆಳಗಿನ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿವೆ. 


cosh“ x= sinh" x =] 2. sech”x =1 tanh” x 
7 i) 
3. cosech“x =coth° x —l 4. Minh <tr 2 sinh xcosh x 
» | 1+ cosh 2x 
5. cosh2x=cosh"° x+ sinh” x PE cosh” x ~~ 
a cosh 2x —1 r sinh 2x 
7 sth xe 8. 2tanhx=——— 
2 1+ sinh” x 


KS) 
Ww 
po 
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10.5.12 ಹೈಪರ್‌ಬೋಲೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳು 


lk ecsinhx 
ಸಷ cosh £% 
3: tanhy 


ಅವಕಲನಶಾಸ್ತ 
/ 


e" 
y =sinh x= 


yp HVE | Ee AE 
—=—l—e — © 
dx 21dx dx 


ಮ “Er NR 

| — (—e )] ಘ್‌ = cosh x 

—(sinh x)= cosh x 

dx 

y=coshx= 

Way 2 

dy _ 1/ de’ de” 

— + 

dx ನ್ಯ AEN } 
ed) 

Y = sinh 

dx 


— cosh x)= sinh x 


dx 


sinh x 


y =tanhx = 
| cosh x 


dy 4] cosh x5 Gsinh x) sinh (cosh x) 


dx 
dx (cosh x)” 
cosh x(cosh x) = sinh *(sinh x) 


p 
cosh” x 


335 


~ ; cosh” x -sinh* x 1 


_ = 
cosh x cosh” x 

d 

ಹ sech” X 

dx 


3 x)= sech”x 
dx 


4. cothx 
cosh x 
y =cothx =——— 
sinh x 
! d SN 
sinh x-— (cosh x) — cosh x — (sinh x) 
dy A dx dx 
dx (sinh x)” 
 Sinhx- sinh x —cosh x-cosh x 
(sinh x)” 
[y sinh” x cosh” x .- (cosh” x — sinh” x) 
iN sinh” x 
=— _ ರ್‌ = —cosech”x 
‘sinh x 
d 2 
—(coth x) = —cosech-x 
dx 
5S, sechx 
y = sech x = 
cosh x 
dy d Wr skal d 
a ET -— cosh x] 
dx dx| coshx: cosh° x dx 


| 
=-—————sinhx =-—tanhxsech x 
cosh“ x 


i.e. EB a = —=tanh x.sech x 
dx 8 
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N d } +. (1 Ct + 3) 
ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ 7 (cosech x) = —cosech x coth x 


ತೋರಿಸಬಹುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಬಳಸಿಕೊಂಡು ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿ. 


1. 


NS) 


4. 


3 
NE 


Xx 


Hsp )+2- 


dX 2/x 


6 
AR 


Bij oy Ey 


i PF 


Vx 


dy l 


mh 
dx 2x 2x4 x 


y=(2x+ 3x” + 4x +2) 
dy 


ಅವಕಲನಶಾಸ್ತ 
ದ್‌ 


ಎಂದು 


2S YR 3 +4x+2)+(x" +4x+ 34 (0x+3) 
x dX dx 
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=(0x+ 32x +4)+(x° +4x +202) 
= 4x” +14x+124+ 2x" +8x+4 
dy 


2 6x +22x+16 
dx 


5. y=Axe"*tanx 


dx) 


d & 
Whe —tanx+e” tax + Xx lan Xx 
d dx 


dx ಟ್‌ 


=4/xe* -sec” x+ 6" tanx: 


A 
(1+ x) 
| bE A-H-A- NSN 
dx (1+ x)° 
UEAN-D-l-xMY) . =2 
(1+ x) (1+ x)” 
3+ 4sinx 
7. pe 
4+ 3sin x 


l Sx 
+4/xtanx:-5e 
2x 


| d 
b ೫ (4 + 3sin A) SAR X)- (3+ 4sin 0-4 3sin x) 


dx (4 + 3sin x)” 


k (4+ 3sin x) 
4 l6cosx—9cosx  7cosx 


(4 + 3sin x) We (4 + 3sin x)” 
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(4 + 3sin x 4cos x) - (3 + 4sin x\{(3cos x) 
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ಾ 


xe 


7 (1+ cosh x) 
d y cE 
dy _ pg )- xe NU 
d-- (1+ cosh x)” 
dy _(l+coshx)(xe" +e")- xe (sinh x) 
dx (1+ cosh x)” 
9. K: (x + 2)sinh x 


(x” +1) 


dy 3 (x + Drs 2)sinh x)}— (x + 2)sinh x +1) 


Wx (x +1)° 
dy (x +1{(x + 2)cosh x + sinh x}- (x + 2)sinh x(2x) 
dx (x +1)” 


10. y=(Gx+21(x+7), x=1 ಆಗಿದರೆ, pe ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
ತ aX 


= (3x +21) +(x +73) 
[4 


=3x+2+3x+21 
423 
dx 


x=1 ಆದಾಗ, D <61)+23=64+23 
| dx 
dy 


|) =29 
dx x= 
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ಕೆಳಗಿನ ಉತನಗಳನ ಸೂತ್ತಗಳ ಸಹಾಯದಿಂದ Fa 


| “x +24 
LS 2 ast 4 i” ds 
p 
ಫ್‌ 6. 7. cot4x 8. tan 3x 
x f ed 
2x ( I 
9. log(3x+1) 10. 4cos| — 11, xt | 
*‘\ 3 ) A 
I 
12. ax +bx” +ox+d 13. Ix +4 x” 14. pe 
p) Kl g XT 
15. 4x —8sinx+logx 16. (3x+5H2x-—3) 17. 
x3 
್ಗ ೩ | 
18. x’ sinx 9. Jxcosx 20. ——sec3x-tan 2x 
pt 
| 
21. e”logx 22. Vxcosex 23. x+- 
| x 
NUD | eS TEE 
b+asnx Xx —x+l 
poy ಗ M Xx ಎ 
೨7. 2-tanx 8 ¥log ೧9. ' 3° +1 30. l—cosx 
2 + tan x |+sinx +1 l+cosx 
41. ಮ 3೨. x" Aan x 3, Sec Xx + tan x 
2-—3sinx l+x Sec x —tanx 
COSX + SINX COS — C082 
34. (COS Xx | JF ಸ 33 [1 Cos 2x 
(COSX —SINXx) (COSX+SINnx) 1+ cos2x 
36. ologl+e) 37. (Xx ki 2)sin Xx 
(x +1) 


| 
38, RS PL ಆದರೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


Ns dr 
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U4 


30 <= Rn ಆದರೆ 13 ಮತ್ತು f'(0) ಬೆಲೆಯೇನು? 


dy 
40. y=secx+tanx ಆದರೆ RE ಎಂದು; ತೋರಿಸಿ. 
dx 


I ಕೆಳಗಿನ ಉ 


ಉತನಗಳಿಗೆ ಮೂಲತತ್ತವನುಪಯೋಗಿಸಿ “KR 
ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಟನ್ನಗ 


ಬತ 
ಲಷ ವ ೩4 
ವಗ 
J 
ಬ 


ಲ ಸ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(1) sin6x (2) tan3x (3) ೦0sec 
(4) cos¥x (5) sin x (6) Vy 
(7) sinx (89 (9) ‘log, 4x 
(10) 10° AD EES TU EE 
(13) cotax (14) (px+q) 5) sin” 


10.6 ಸಂಯುಕ್ತ ಉತ್ತನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಪನ್ನಗಳು: (ಉತ್ಪನ್ನದ ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನ) 


ವ pl p ಬ್ಲ 
ky aa P pe % ಇತ 
y=f(u) ಮತ್ತು. u=(x) ಇದ್ದಾಗ y ಎನ್ನುವುದ ನಲ್ಲಿ 
ಉತ ವ ದ 948 ನ್ಹವಾಗುವುದು. 
[99 [= 
Ay Ay Au 
Ax x~Aiw Ax 


ತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ, 0x 0.೬ > 0 ಆಗುವುದು. 


im AY _ im AY jim Au 


Ax=0 Ay “Au—0 ye Ax—>0 Ar 
dy _dy du 
dx du dx 


ಇದನ್ನು ಸಾಮಾನ್ವೀಕರಿಸಿದಾಗ 
y=f(u), u=g(t), t=h(w), w= p(x) ಆದಾಗ 
dy _ dy du dt dw 


————— 


dx du dt dw dx 
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Qn 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
l. y=sin(log x) 
u =1ogx ಆದಾಗ y=sinu ಆಗುವುದು. 


dy _ dy du 
dx du dx 
y =sinu u =logx 
dou pL 
du ax 
LJ 
dx X 


ಷಾ Ka: 
Xx 


೧ y= 6°95 +x” ) 


ye” yzcost). ™t=l+x" 


- 


dy du dr 
‘dx dud dx 


ಟೆ: 
du 


=¢"-(—sint)(2x) 


[7 a d 2 
e ‘——Cos(t)-— 1+ 
( ) s S( ) ( ನ ) 


= eS sin + x°)]- 2x 


3. y=x tanh x 
d 
dy =x?.—(tanh’ x) + tanh” ಖ್‌ಖಿ 
dx dx dx 


dy 
dx 


2 
4. >= 15] 
ವ: 
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ಇ 


= x -3tanh? x sech”x + tanh” x-(2x) 


_(1-x) x M-2x) 


(1+ x°) (1-x°)° 
§ ] 
(+x) 
dy_ 4x 
dx (1-x) 


l-cosx 
5. y= |——— 
1+ cosx 


dy _dy du 
dx du dx 
py 
2 
dx EY: 


| yadirx 


y=viu, u=(l-x") 
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[2x28 +2x+2x] 
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dy _dy du 
dx du dx 


2 log x 
7 y= 6 
a 2 
dy ಸತಿ d log x log x de* 
ಇ ರ್‌ x A +6 = 
dx dx dx 
pe. logs BT Hogx ' 2 
EE "ಈ log + 6 (2 | 
dx 
2 log x Ny 2 log x 
Y 3!og 310g 
=e" «¢ MS, 
28 
8. y=eve 
dv fl d 
—=e°E".— logx 
dx dx 


dy Ne ovloex ' 1 et 


dx ೭ [log x Xx 


NE lI-—x 
l+x 
dy lO dy 
dx 1 x” dx 1+ x” 
p 
1+ x 


g V+ [Q+x)-20)-0- 2 
W1- x? (+x) 
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dx Hz x5 (+x) 


10. y=log(x+V1+ x” ) 


TN OY 
dx (x+fi+x) 


ee 
(x44) Wits’ 
k 1 EEE 
(xt At 
dy” 1 


dE, 


Es) 


N 


a+ btanx dy 2ab 


ಆದರೆ' ಎ ೬ 


dx a” cos’ x—b° sin 
y =log(a + btan x)—log(a —btan x) 


dy I d 
se (a+btanx) 
dx (a+btanx) dx 


Il. y= lel 


a—btanx 


ro ತ ET 
(a—btanx) dx 
bsec” x (—bsec’” x) 
K (a+ btan x) § (a— btan x) 
bsec” x(a—btan x) + bsec” x(a + btan x) 
py (a+btanx)(a —btan x) 
absec” x+ ab sec” x 
(a” — b> tan” x) 
2absec’ x 


| (a> cos’? x—b” sin? x)/cos? h 


ಅವಕಲನಶಾಸ್ತ 
ನ್‌ 


dy _ 2ab 
2 


dx wy cos? X —b” sin” x 


12. y= ‘a +a ಆದರೆ Vx +0 = my ಎಂದು 


7 
le 


5 5 m-—| 
=M X¥AVNX +a 
k 
+a” 
1m 
mf xsd +a 
x +a” 
d m 1m 
A ್‌ vax +4”) 
dx xa 
x? +a 2 =my 
ಅಭ್ಯಾಸ 10.2 
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1 JOBS), 8B. eA 9. logjoSinx 


l-x+x° 
10. ed 11. cosec(x? +1) 12. Jcosh(e”) 


IXx Ex 


13. cosech*4/x +1 14. sin”(e”) 15. tanVx’ +1 


16. log.log(logx) 17. [i 18. sin(logtan x) 
l—sinx 


19. eB NEN 21, 3 cgsins 
3) ny Tre 24. My 
ಧಾ : 1-— 

3 LEO 26: lott Sinz) O77 LEN 

ep” 1+ cosx 


2 Ks 
28. log( xe? +a” 29. ಹ aan 


30. acos(log x) + bsin(log x) 


10.7 ವಿಲೋಮ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಂಶ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳು 
y = f(೪) ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನವು ೩೨ £''() ಎಂದು ಆಗುವುದು. 
f”'()ನ್ನು ವಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನ ಎನ್ನುವರು 
y= f(x) ಆದರೆ ೫= [()) ಆಗುವುದು. 


dx d p) 
pi MC 


lr SN 
S83) 
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d | 
|. y=sin’'x ಆದರೆ 2 ವಂದು ತೋರಿಸಿ. 


dx Ki 


WS SIN YX 
x=siny 
dx 
—=C0S y 
dy 
A TT 
dx cosy eink 
dy 1 pA I 
———— 0. —l(Sn, x) 
ಅಥವಾ 
y=sin"'x ಸ SIN y=Xx 


d d 
—(siny)=—(x)=1 
Fe ) 1 


ke dx 

ie cos y Pe | 

ಔಿ. . Td Cos y > 
dy | 


d 
—_— = ———— . ಭ್ಯ Pi ಮ 
7 ರಾವ sin” x Js 


dy dy 
AEN 

dy 

(CN. WE | 
dx siny [1-cos? y 
dy _ —1 

dx 1~x? 
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] 


3. y=tan x 


Xx =tlan y 
dx p 
— =sec" y 
dy 
gy = 
TE 2 
dx sec y 
dv | l 
7 SATE TOS 5 
dx l+tan yy l+x 
d 3 
— (tan x)= p 
dx l+x 
—| 
4 y=COsec x 
7 ECOSEC y 
dx 
— =-—C0Sec y-Cot y 
dv 
dV R —1] 
dx cosec ycot y 
<-} 
2 
cosec y4/cosec”y —l 


X 


5. y=sec' Xx 


d 4 
—(Ccosec ‘x)= 
7 ( 


3 


xVx”—1 


44 


“°° X=Secy 


dy 
dy 
dx 
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) 


= sec ytan y 


I 1 


foe ps 


secytany secysec’ y-1 


349 


x=Ccoty 
dx Me, 
—=-—Cc0sec"y 
dy 
Wk ಬಟ. 
dx cosec”y l+cot’ y 
{et x)= ೫) 
xX 
7. y=sin'x ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ಮೂಲತತ್ವದಿಂದ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು. 
y=sin’'x ದರೆ ೫-siny ಆಗುವುದು. 
$y”, ಸ ಹೆಚ್ಚುವರಿಯಾದರೆ, “Ay” yಸ 
ಹೆಚ್ಚುವರಿಯಾಗುವುದು.' 
x+Ax=sin(y + Ay) 
* Ax=sin(y+Ay)-sin y 
My Ax _ sin(y + Ay) — sin y 
Ay Ay 
200 Jn 2] 
2 2 
Ay 
im AX) lim ಸ * ೨ im  Sin(Ay/2) 
Ay0 Av—0 p Avy=0 (Ay/2)x > 
dx 2 
— = ೧೦ Rp = COS y 
dy 2 2 p 
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dx cosy 
dy _ | 
dx i-sin?y 
Ap 
dx l= x 
d 
y x)= 
dx Tay" 


ಮೇಲಿನ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಉಳಿದ ಎಲ್ಲಾ ವಿಲೋಮ ತ್ರಿಕೋಣಮೀತೀಯ 
ಉತನಗಳ ನವಿಷನಗಳನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 
AR ಬ ಪ 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


k ly 
|. y=log(tan”'x) ಆದರೆ ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
X 


y= log(tan™' x) 


dy l d |} l l 

A — an) =— 2 
dx tan x dx tan x\l+x 
dv | 


dx (+x )tan™ x 


T'S d 
2 pn ಬನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
X 
y= eosin” Xx 


dy _ oMsin x MG X) 
dx 


dx 
a d ad 
= ein *.m--——(sin x) 
dx 
— e"sin" x m 
l-—x 
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/ d 
~L pS I-x —-=my 
x 


dx 1-— x” 


My / dy e 
3. y=xcosec rlogl x4 1) ಆದರೆ “ =cosec x 
dx 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


~1 2 
y=xcosec x+log x+Y¥x" —1D 
dy d ಸ್‌ d | ( 
—=x-—(COSeCc Xx)+COSec + log, - JE 
¥ 


| ಸ Hx 


1 [ 
ಜ್‌ | cme” NUD | ಸ 
(a - ; 


Ee | ' ' N14) 


+cosec x+ 


|| 


ಜಸ +COoSecx x+ 
| 
eu | | 

¥ I 

=CORME Xx 
dx 

dv v” 
4 y=sinx-3 Fe ಆದರೆ ಹ ' ವಂದು 

- - dx 21x 
ತೋರಿಸಿ 
y =—sin ~  E 

W- 
dy “ad pg LE | 
ನ (ಅಟ ನ I-x +x————(- “28 
x 2 Wil-x” 
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| | | p. iM 
ನಾವಾ: ನ: lI-x° + 
2 /1-x? 2 2Wl- x 
&) 4 
~ 7 
dx 2 fix? 
i Le, EET Va” —b” 
y =tan an— | ಆದ RAN curiae 
| a+b 2 dx 2(a+bcosx) 
ತೋರಿಸಿ 
dy 1 a—b 2{ x l 
—— = Sec —|-— 
dx ( —b)( >x) \N\a+b Lk 
1+ | lan” — | 
(a+ b)\ pl 
a— b) a-—b ಬ X 
— ತಾ C — 
AV PE fs 7 
a+h+atan 2 Lan le A 
ಪ 2 
fe 
| SEC 
N Ya+bya-—b \ 2) 
ಎ FX > X y 
asec’ —+b-btan” a 
o W. 
£ -\ 
7 A PR 
a —-b° cos =| ee 
\ 3, 2 
pA IE IW 
a+bcos —-—bsn" — 
2 , 
§ 7 
ಜ್‌ Va” —b Va” =k 
. N= 
SU A BE a+ hCosx 
2 eth CoB |) 2 2a + bcos] 
2 2) 
dy 
Bo k= gasn pe — y” ಆದರೆ; 
dx 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಅವಕಲನಶಾಸ್ಟ 
= 


ಎಂದು 


Rp y 2 
X= 2asin - 2ay-— y 
2a ! 


yಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ, 


yy 
fs d 
Ek esi 8 -— 2Zay- y ) 
dy y 2a) dy 
I d 
By, l pF es “lay 
J SV 2 
| 2a 
42a | | | ಸ 
= 2a ———— (2a-—2y) 
J2a-y 2a 2/y 2/2ay.— ¥” 
dx a K (a-— y) 


+bcosx | }_° hg 
F COS X ಆದರೆ ಈ bh —a 


=p————— 
b+ acos p dx (b+ acos x) 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


7 y=cos 


xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 


dy NT | abe) 
dx F (ಹ) &Al hates 
b+acosx 
—(b + acos x) 


) (b + aC0s x)” — (a + bcos x)” \ 


(b + acos x)” 


A 
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4. 4 


se 


2 , 
pb + 2abcosx +a’? cos? x—a’? —-2abcosx —b” cos x 


~ , ' y 
—p Sin X- absin Xede Ha NEE | 


(b + acos x} 
& —] sin x(a’ —b”) 
(b + acos x) 
(b + acos x) 


dy [2 35: 


dx (b + acos x) 
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| ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನ ಗಳನ್ನು NX 'ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 3) ಬ್ಹಿಸಿ 


IF AN 


lk. y=3sn lx-4tan | x+3cos | x-4cot x 
§ yf 
2. y=sec | xin”! a 


2, y=Vxtan'x 


v.41 
ud 


6. y ಸಹ್ಯಸರಳೌ್‌ ಹಸ 


7 y=tan Yx- 
8. ¥¥ Jeinmsin” ಇ 


9 pe ಸ] 
3+ Scosx 


10. y= sin(mcos x) 


1 1+ 2cosx 
ll. y=cos 
2+ COsx | 
p ds x | 
12. v=—tan" —tan— 
3 2 


K SR 
13. ep x) 


14. y=sn | v+sin A1- 
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- "1 
NS 
RE | 
+ #¥bEN j 


8 


10. y= tan” 


1 =n "| 


2 | ೌ, 2 
asn x ANa —x 
IJ y= ————+——— 
K 2 [0 2 
NCOS x 
18.. y ms 
lx" 
Ry 
pk lx" 
Ig. yetan wo 
\ 1+ x” 
a+ btanx dv 2ab 
20. WE OY ಆದರ = ಬಾರ್‌ 
a—btan x dx a cos x-—b° sin“ x 


~~ ee pd 
Jew ಸಾಧಿಸಿ. 


10.8 ವಿಲೋಮ ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳನ್ನು 
ಆದೇಶಕ್ರಮದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು 
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bn $9 EE) PS ಷೆ SS pe pe) 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಬದಲಿಗೆ, ಕೊಟಿರುವ ಉತಸ್ನವನು ಯಾವುದಾದರೂ 
PS ಛ್‌ _ po 
ಆದೇಶದಂತೆ ಸುಲಭರೂಪಕೆ ಂದು ನಂತರ ವಿಷನವನು 


ಇ ಗಾ dw 
ಕಂಹುಹಿಡಿಂ ರುಪು A ಸುಲಭವಾಗುವ dds 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 V1+x° —1 


Xx 


l. v=tan 


್ಸA=taಗರ ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, O=tan 'x ವುದು. 


1+ tan” 0 —1 


tan 6 


y=tan 


ko 
py 


ಸ sec 0-1 | 


—| rie, Sid 
4 tan 0 | 
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| 
| 


| K 
| DIN — CoS 


RT 
21+ x”) 


> 3 
2. y=cos (4x —3x) 


೧೪ _ I 
x=€0ಂ586 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 60-೮೦08 "೩ ಆಗುವುದು 


pe) He 27 
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y =cos (4೦s 0—3cos8) 


ys cos”! (cos 30) 


y =30 
y= 3cos x 
dy | 
“—=3I— (cos Xx) 
dx x 


[೭೦s xನಿಂದ ಅಂಶ ಮತ್ತು ಛೇದವನ್ನು ಬಾಗಿಸಬೇಕು] 


1 [1+cosx 
y=tan  4|——— 
l-cosx 
y=tan” 
_ an (cor) ಸತ an” (tank 
MES 
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yಹ) 


log y = log x" 
log y = ylog x 
y dx dx 
pe logx |= 
dx\ y x 

2 
dy y- 


dx x(l-vlogx) 


dy 
7. y=" +(siny)™ ಆದರೆ ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
3 


dy din. tan x 
—=—(xU)+— (sm » $4: 
yg py (1) 
d 


ಪ್‌ 

x 

d (au) vdu ೬ 

ಸ್‌ ಕ್‌ ಘಳಬ್ರಂಕಾ. ee 
dx u dx dx 

d Ck wins] SX d RR 
—(. - = AS - ನ +| J § x 
FR )=x ಸ ಕಳ Og A (sin x) 


[48 « 


sin x 1 
= = + log xcos «] AA 
NX 


” JE , Htanx d Me 
—(sinx)™™ =(sinx)™*| ———sin x +logsin x—tan x 
dx sinx dx dx 


4 tan x| TaN Xx MES Ry 
= (sin x) ——.cosx+logsinx-sec” x 
Sin X 


pe 


= (sin x) & li+logsin X-SeC” 2] Ej 
(2) ಮತ್ತು (3)ನ್ನು (1) ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 


ಆವಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ 3477 


gy ದ್‌ ಸೀ] ಸಡಿಸ + log x -COS y + (sin pe + log sin x: sec? 4] 
dX X 

dy _ y(y-xlogy) 
dx x(x-— ylogx) 
ಲಾಗರಿತಮನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ, § 


8: xy” ಆದರೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


log x” =log y” 
ylogx = xlog y 


d d 
—(vlogx)=-—(xlog v) 
PC 8+) dx Bb: 


| dy xdy 
vy—+logx— =——+log y 
Kd yd 
dy xdy 
logx———— =logam— 
dx ydx \ 
dv( x}. (xlogy-—v) 
—| logx—— |= — 
dx | V NX 
dy (xlogy- y)/x 
dx (ylog x—x)/y 
dy _ yuxlogy-y) , h sdy- My-xlogy) 
dx x(ylogx-x) Ot dx x(x- vlog x) 


We dv ax | 
9. (xe) =e" ಆದರೆ =“ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
dx, (l+log x) | 


x”. =" ಅಥಪಾ'೫” ಎ 


log x” =loge" 
“ploy 
ylogx+ y=x | 
«4 * 16 - p ಕಾ 
yU+logx)= x= y=: ಸಗರ REY ಲ | 
(1+ log x) 
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y (1+ log (1) 


dx (1+ log x) 
wy logx 
dx (l1+logx)” 


dy xlosa-—y 
10. x’ =a” ಆದರೆ ==“ ಎಂದು ತರ 
dx xlog x 


ಲಾಗರಿತಮನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ, 
logx” =loga" 
vlogx = xloga 


] / 
ey log x) = "2 (xlog a) 
dx ( x | 


| dv 
y-—+logx—— =loga(l) 
Xx dx 


dy | 4 
logx=— =loga—— 
dx Xx 


dy _ (xloga— v) 


dx xlog x 
ಅಭ್ಯಾಸ 107 -.. 
- “ts AY | 
1 ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉತನಗಳಿಗೆ - ನು ಕೆಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಈ pe LS dx ಸ 

-~ et 
a: | 
““(ogxp™ 

tan 3+ 


] 

2 

ಇ. (sin x)°#* + (ogx) 
4 xy” =(x+y) 

5 
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| 2 | 
l+x"° tan x 


p 

I-x° sin” x 
8. (sinh x) 
9 + (sinx)” 
10. (cosh 2x)" 


xX _ (sinh x) °#~ 


(x+ Dx + 2) (x + 3/3 


ಯೇ dv log x 
lL. x= ಆದರೆ = =" ಲ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
dx (1+logx)y 
dy l+logx 
2. xv’ ಆದರೆ ೯ = ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
dx l+logv 
Po dh NVCO!X— SIN V 
3. x =(sinx)y ಆದರೆ = ——————————————— ಎಂದು 
dx x(cosvlogx-—logsin x) 
NX ” pr 
X dv | X 
4. y=|-| ಆದರೆ gi hg ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ 
n dx n 
10.12 ಪ್ರಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನ 
ಹಲವು ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ, ಮತ್ತು ೪ ಚರಗಳೆರಡೂ ಮತ್ತೊಂದು 
ಮೂರನೆಯ ಚರಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. ಈ 
ಮೂರನೆಯ ಚರವನ್ನು ಪ್ರಮಿತಿ ಆಥವಾ ಪ್ರಚರ ಎನ್ನುತ್ತಾರೆ. ಇಂತಹ 
ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ಪ್ರಮೀತಿಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಇಂತಹ 
ಪ್ರಮೀತಿಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮನಿಷ್ಟನ್ನ ಛನ್ನು ಕಂಡಹಿಡಿಯಲು ಕೆಳಗಿನ 
ವಿಧಾನವನ್ನು ಅಮೆಸರಿಸಬೇಕು. 
x= f(t) ಮತು ೪ =(1) ಗುತ್ತೆನ್ನಗಳಲ್ಲಿ 'ಃ: ಚರವು ಪ್ರಮಿತಿ 
dd dy d 
ಆಗಿರಲಿ. 7೯ = f(1॥) ಮ ಿ =— (1ನ್ನು ಕಂಡುಹಿದಿದು, 
at ad At dt 
380 ಗತೆತ ವಿಜ್ಞಾನ 


dy _ dy/dr 


ಯಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಬಹುದು. 
We dx! dt 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


l. x=acost y=bsint ಆದರೆ ಸನ್ನು ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
x 


y =bsint X= acost 
dv dx : 
— =bcost ”° —=-asint 
dt 
dy dv/dt . dy_ bcost 
dx dx/dt dx -—asint 
dy { b) 
Td 
dx ( a) 
2 pe ea dy ಕ x 3 
2. x=ar, ys ಆದರೆ ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
dx 
ಇ 
y = 2at x=at" 
dy dx 
° —=2a — =2at 
dt dt 


dy dv/dt 


dx dx/dt 


eR 
dx 2at 
db _1 
dx 1 
. dy [a 
3. x=a(8-sin8), y=a(l-cos0) ಆದರೆ ಜನ್ನ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
dx 
y =a(l—cos8) x=a(8-sin8) 
d 
್ಸ್ಯ = alsin) J all -cos6) 
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dy dy/d0 

dx dx/d6 
dy asinxd 
dx Kg a(l— cos 8) 


aU 9 
2sin—cos— 
PANY 


- 
»} 
ಯ 2sin” — 
dy 0 
dx ೀ 
t) dy 
4 "x dco + log tan — ,y=asinr ಆದರೆ ನ್ನು 
ಈ dx 
ಕಂಡುಹಿಡದಿಯಿ 
y= ii 
dv 
— =acost | EEK) 
dt 


| 1 
X= deo 1 + log tan ದ 


SMI + 


Wy 
t L 
2sin—cos— 
2 ್ಯ 4 


[* sin ಸವ 2sin—cos—] 
Sint 2 2 


§ me 


sint 
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dx 
dt 
dy 
ಜ್‌ 


3 a(cos”t) 
sin 
dyldr 
dx/dt 


1 ¥ 3, 


(1) ಮತ್ತು (2)ನ್ನು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 


dy _ 
dx 
(5 dy 


=n 
, dx 


aCcost 


(acos” t/sint) 


5. x=logsin9, y=logcos8 


y= ಭ್‌ cos0 


dy 


d0 


sin 0 
ಲ 


—tan 0 

dy dy/d0.,. 

dx dxld6 

dy —tan9 

dx cot® 

dy 
X 


=—tan” 6 


eM 31 | ಸ e°05 3 ಆದರೆ 


y= 6°95 31 


d R 

DS (sin 3-3) 
x = 6nd 
dx 


=e" (cos 3 3) 
dt 


ಅವಕಲನಶಾಸ್ತ 
4 5 


ಆದರೆ ಟ್‌ ಕಂಡು 
I a 

x =logsin 8 
l 

sin 


= cot 60 


dx ¥-; 
48 


“COs 0 


dv 3 
dx «1 


) > 


ರಿ. 


dy _dyldt 


4 
—— _————— 


dx dxldt 
dy _-—3sin3r-e°” 
dx 3cos%-e™” 
- dy Stas 3 e( S95 3M 3) 
dx 


7. x=a(cos0+ 8sin8). y = a(sin6 —0cಂs0) ಆದರೆ =tan6 
dx 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 

y = alsin 0- 8cos 0) 
dy = alcos@ — (cos8 + B(—sin 6)| 
d8 | 
= a8sin8 
d8 

x = a(cos 8+ 8sin 8) 

[4 — al- sin 8 + sin 0 + Ocos 9] 
d8 
= a8cos8 
d8 
dy dy1d8 

dx dxld0 


dy _a8sin® 
dx a86cos8 
dv 

h/ tan 0 
dX 


3 ; ) 
8. x=3cost-2cos t, y= 3sint —2sin’? ಆದರೆ wa 
dx 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y = 3sint —2sin”r 
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dy I. i. 

Fr tcost = 3cost(l—-2sin“t) 
t 

x =3cost—2cos’t 

dx | 

— =-—3sint —6cos’ t(—sint) 

dt 
= —3sint + 6sintcos?t = 3sint(2cos?t —1) 


dy dy/dt 
dx dx/dt 
yy 3cost(1—2sin’ 1) 
3sint(2cos”? —1) 
cos 2 


= COLT 
cos 21 


Yy 

— =COott 

dx 

- pe Ul _ 
9. x=0sin20, y=0c0s20 ಆದರೆ TP 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y =0cos26 
WY _ cos20 + 6(-2sin'26) 
d8 

x=8sin20 
dx | 
— =sin20+0(2cos 26) 
d8 


dy _dyld8 (cos20-20sin26) 
dx dxld8 (sin20+20cos26) 


ಅವಕಲನಶಾಸ್ತ 
ನಿ 


385 


COS: 4! (sin) By. 
+ Mi 
Tn 
Sin — + —Cos— 1+ (0) 
2 2 
fಃ « # 
ES SR 
gx ಆದಾಗ, ಬಿ ಆಗುವುದು. 
4 dx 2 
ಅಭ್ಯಾಸ 108 ' 
I ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಿಗೆ We ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ks i le 
2t 1-7 


J Ny ye ಧು 
1+ I+. 


ಕ್‌, 3 & > 
2? XRD I(3r-4r”), y = COS yy 
} 

EC ka Te Sar 
NN 

r +E: 4 l+r 
4. x=3sin20+2sin30, y=2cos30-3cos26 
5. x=alogsec0, y=a(tan8-l) i 

6. x=e'(cost+sint), y=e\{(cost sin) 
7. x=acos'0, y=asin*6 


1 1 ಹ 
8. x=tan||—, Vy = COS (a3. 3) 
+ 


10 y=ein =e 00s I 
. ಇಷ ಷ -” es 


| | 


X=tan_ 


ll. y=tan ನಾ 


12. x=3cos0—cos’ 6, y = 3sin@—sin”'6 


¥ 
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I 1. x=acos’0, y=bsin’6 ಆದರೆ 6-5 ಅದಾಗ ನ 
x 
ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. | 


|| 


“2 x =cos0(1+cos0), y =sin (1 +cos 6) "ಆದರೆ 6 


\ 


dv 
ಆದಾಗ ಕ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
N 


| Sy “dy J PR 
3. x=e'sint, y=€e "cost ಆದರೆ ನತ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
dx 


10.13 ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಮತ್ತೊಂದು ಉತ್ಪನ್ನಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 


ಜಾ 
ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸುವುದು. 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
_ 
Re eT 17a N+ -1 
l sin | ರ್‌ | ಉತ್ತೆನ್ನವನ್ನು tan po ಉತ್ಪನ್ನಕ್ಕೆ 
(br 3 | ¥ ಷ 
ಅವಲಂಬಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿ. 
Np 2 KP (Mes —] 
y =sin A 
I+x° | X 
ಆಗಿಯೂ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
1) / 
ಈಗ - ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕು. 
a SN 
dy  dyldx (17 $ 
dz dzldx 
| x 2x (4 «8 § 
ಮೊದಲಿಗೆ, y =sin ( y 
| 8 se A 


ಇದರಲ್ಲಿ ೫-೩೧0 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 0=tan™'x ಆಗುವುದು. 
sn” 2tan® ] | 
= $1 ————— 
¢ |+tan” 6 
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y= sin”! [2sin 9cos 6] = sin (sin 26) 
y=20=2tan"'x 


ಕಂ 2) 


tan 6 


§ ಸ 


(=) 
= tan ಾತಾದಾತಾನೇವವಬಬಾದ 
tan 8 
i 1-cos8) 
RON | me 
(| sin8 
(238 
a ik: 2 4. | 
| 2sin Wy cosy | 
= lan 
pe 
A ್ಯ —1 
23 ಾಡ್ಞ ಟಗ A [© O=tan x] 
d_1_ 1 (3) 
dx 2 (+x) ky 
(2) ಮತ್ತು (3)ನ್ನು (1)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 
2 
dy 
—et A —=4 ಆಗುವುದು. 
dz ಸ dz ಖು 
2(l+x") 
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ಸಾ 


£. | ] ಉತ್ತನ್ನವನು 44 ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 


kb) 


ಆಗುವುದು. 


pC ಬ a 
ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿ. 
»=sec”( 4 ಹತ್ತು: ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
2x° —1 
d 
ನಾವು ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕು. ಎ 
"A, dz dzldx 
ಈಗ, =e Jನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
2x" —l| ¥ 
x=(086 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 0=c0s''x ಎಂದು 
Le MSSM} 
ied RS 
\2cos”° 0-1 
ES 
=se0c \—— 
(C0820 
= sec '(sec6) = 20 
y= 2cos \x 
7 ಸಂಬಂಧಿ೫ದಂತೆ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ 
dy :.. | (2) 
dx \ Hay” 
d «i | 
— COS Xx=-— 
dx toy” 
ಹಾಗೆಂೆೇ 2 =V1- x 
Ee “೫ 


ಅವಕಲನಶಾಸ್ತ 
ನ್‌ 
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td) 2x” 


(1ರಲ್ಲಿ ಮತ್ತು (3) ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, ` ವ 


¢ xl [1x 


dy 2 
ಅಂದರೆ = 
dz x 
3. ಆ ಉತನವನು $inxಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಠವಿಸಿ 
ಬ [8 WW | 
y=e™¥’2=sinx ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 


dy  dyldx 


= ACT) 
dz dzldx 
ಈಗ y= ; KX 
Yn (2) 
dx 4 
PENN 
“= cosx (3) 
dx 
(2) ಮತ್ತು (3)ನ್ನು (1)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 
Pw: sec? x 
dz _  cosx 
dy ms 
ಅಂದರೆ Dex 
dz 
2x _ | v* - 
4. sin '——Mಉತನವನು sin'—ೆ: .. ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 
Nd TS ge 
ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸ 
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pO R 
y=sin'——, z=sin" (t ರ ಆಗಿರಲಿ 
l+x (1+ x°) 
d _dyld ವಾ 
——— NC. 


“iz Az hdx 


ER 


ಈಗ y=sin'( 2] 
4 A ERECTA 


ಇದೆರಲ್ಲಿ ' x=tanರ ಐಂದು ಆದೇಶಿಸಿ, * B=tan x 


೨ 


+ tan” 6 
ie. y= sin” (sin 28) = 20 


ಅಥವಾ =2tan x 


ye sn (2) = sin \(2sin Ocos 8). 


ry Eas (2) 
dx (EHR) 


$10 5” » I—x- y 
“ಹಾಗೆಯೇ” “2 n | — 
4 ue +x 


MY . iiL=tan 6 
ಕೆ: UA ec NR 
l+ tan” 0 | 


NN PS a | 2 
=sin (cos 0 - sin: 9) =sin (cos20). 


sirfuf 30): 


೬೭ == =2tan! & 
; | 2 2 | 
| IY) 
| x] 3). 
dx yp 
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. 


(2) ಮತ್ತು (3)ನ್ನು (1)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 


[ 


10. 


392 


2 
9 ಆಗುವುದು. 
dz -2/1l+x 

ಅಭ್ಯಾಸ 10.9 


1g sech *ನ್ನು ಂsh xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿ. 


ad. ~ ಕ, mೀ e ಕ್ಯ MH 
"an 'x ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು 108ಂ! '*ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಟದ್ನಿಸಿ. 


2 
-1| =x ET 
COs ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು sin TE ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 
ಹ್‌ 


ಇಡ > EE 
೦$'(2x -1) ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು in"' *ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿ. 


ವಿಷ್ಟದ್ದಿಸಿ. (ಸಲಹೆ: ಮೊದಲನೇ ನಿಷ್ಟನ್ನದಲ್ಲಿ a=tana, x =tan® 
ಹಾಗೂ ಎರಡನೇ ನಿಷ್ಟನ್ನದಲ್ಲಿ ೫ in’ಿ ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಿ). 
a. ೪ 


| 
sec | 3) ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು 1- x5 ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 
ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿ 
tan” | = |ಉತ್ಸನ್ನವನ 5 A 
ಬ್‌ ಶ್ರನ್ನವನ್ನು ಗ ak ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 
ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿ 
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10.14 ಅನುಕ್ರಮ ಅನಮುಕಲನ 


y= f(x) ಎನ್ನುವ ಉತ್ಪನ್ನಕ್ಕೆ pe ಎನ್ನುವುದು ೩ನ ಇನ್ನೊಂದು 


ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಮತ್ತೊಂದು ಸಲ ಲನ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ನಾವು 


A 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಇದಕ್ಕೆ "ಎರಡನೆಯ ಅವಕಲಸಹಾಂಕ' ಅಥವಾ 
"ಎರಡನೆಯ ನಿಷ್ಟನ್ನ' ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತಾರೆ. ಇದೇರೀತಿ ನಾವು ಪುನಃ 
ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸುತ್ತಲಿದ್ದರೆ ನಮಗೆ ಮೂರನೆಯ, ನಾಲ್ಕನೆಯ . . . ಅವಕಲ 
ಸಹಾಂಕ ದೊರೆಯುವುದು. ಇವುಗಳನ್ನು ಅನುಕ್ರಮ ಅನುಕಲನ 


(successive differentiation) ಎನ್ನುತ್ತಾ sf 


dv » 
ವಏರಡನೆಯ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ್‌ ಅಥವಾ ಬ್ಥು.೪.೦" ಎಂಬ ಸಂಕೇತದಿಂದ 
dx” 
> / 
dy d{dv 


ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. ಅಂದರೆ - | 
ಈ dx" dx\dx 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
_ 2 —— > 
|. y=sin"x ಆದರೆ ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
42 
y=sin" x 


dy 
—=2sInxCcosx =Sin2Zx 
dx 


2 
dy 
ಷ್‌ = 2C02X 


dx 


F Tt 
2. f(x)=3cosx+4sinx ಆದಾಗ f(0). f (ಗ) ಮತ್ತು 13) 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


f(x)=3cosx+4sInx 


f (0) = 3cos(0) + 4sin(0) = 3 
ಪುನಃ f(x)= 3cosx+4sInx 
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ಕ 


2 =—3sinx+4cosx 


dx | 
' ಅಂದರೆ f(x) = -3sin x + 4cosx ih} i 
ಹಾಗೆಯೆ: P= -3cosx-Asinx © 42) 
ಈಗ ೫೭ ವಎಂದು (1ರಲ್ಲಿ "ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 
fe (m= = -3sin(m) + 4cos(n) 
- 04 ) =-4 
ಹಾಗೆಯೇ x ಎಂದು (ರಲ್ಲಿ ಆ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


An) T ರ್‌ 
f 3) =—3cos2-4sin 2 
ki 7 ೧ 


sR 3(0) ~ 41 ಬ 


2 2 2 
ಈಗ xkxyky =a 


dy ES 
xt + y=" 
dx dx 


i.e. i SAR y) 
dx ್ತ 
dy_ (2x+y) 


idx “(X+2Y) 


> (x42[2+ 2) ax+(1+25) 
47 AEE d: 


X 


dN F< (x+2y) 
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per (2x+y) 
(+2) 


2y) 


[pee 


ಸಾಧಿಸಿ. 


RM EAE 
(x+2y)° 
ays Lal 
od NE (x+2Y) 
(x+2y)° 
dy 
“(x+y =-(2x+v 
G6 Ox »/ s 
SYK E2HSUTE NC ಸೂ 
(x+2y): 
k 3xy +6y” + 6x” + 3xy 
— a 
§ (X+ 2y) 
2 7 
_JOx ++) | 
(x+2v) 
ಅಂದರೆ EAC. 5 (x+y =a” 
dx (x+2y) pS 
4. y =sin "x ಆದರೆ (=x yy - y= =0 ಎಂದು 
ಈಗ y=sinx 
dy 4 Tae 49 
—= ; 16, Wl 
dx 1x” 


ಯಿ. | ಯ್‌ = (| 
4 ' A} RAD 


ಅವಕಲನಶಾಸ್ತ 
ಹ 


3) 


24 (0) 


(1)ನ್ನು J1- x ರಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ, 


(1-x°)y, —xy,=0 


x log, y =msin "x ಆದರೆ (1—x?)y, —xy,-m” y=0 ಎಂದು 


ಸಾಧಿಸಿ. ಅಥವಾ Beg 4 ಆದರೆ 


4 )¥>—ayy-m y=0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


; 2] 
ಈಗ log, v=msin x 
msin x di & se 
=e ನ ಇದನ್ನು ವಿಷನಿಸಿದಾಗ 
೨ ಬ yA 
dv d dN ಕ | 
na ಕ pp a eT X -m 


3 KE 
ಅಥವಾ A1- x” p ಎ me” SM X 


ly 
4 I x” pe 
dx dx dx 
2 ps 
i.e NE. £೨ 2 Jom “a 1 
dx dx 1 pu [1x 
2 
ಅಥವಾ Al-xy; ~kek) 
I-x* =x 


[-- y= esin” Ay 
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ಈಗ (1)ನ್ನು ್ಫ1- x” ರಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ, 
(1-x°)y, -xy,-m” y =0. 


6. y=cos(mtan”' x) ಆದಾಗ 


(+x) y +2x(1+ x”) +m” y=0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
2 1 y 


ಈಗ y=cos(mtan”' x) ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು 
xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ 


dy d i 
——=-——COS(m tan x) 
dx dx 


ch | 
=-—sin(mtan x)-—(mtan x) 
dx 


= —sIin(m tan” x)-m- > 
(1+ x") 


(1+ x” ye = —$In(m tan Xx)-m 
dx 


| dy ds ¥ 
ಹಾಗೆಯೇ 1+ x =-—m- —{sin(mtan x) 
ಸ “a+ pl 7 ) 


| 
(1+ x pL a taal Xx): m 5 
dx" dx (1+ x”) 
2 2 
ಅಂದ (1+x°)y + 2x =- 5 yy 
I+x° 


[-- cos(mtan ‘x)= y] 
ಈಗ (1)ನ್ನು (1+) ನಿಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ, 


(+x) y +2x(l+x)y, +m y=0 
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y 8 y=(x’ +a”) ಆದಾಗ (x +a” )y -10xy; =12y =0 ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ 


ಈಗ y=(x” +a”) 
ಈ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ. ನಿಷ್ಟನ್ನಿ ನಿದಾಗ 


WY ea LE 
dx (4 
=6(x” +a 2x) =l2xx’ ¥ay 1) 
ಮತ್ತೊಮ್ಮೆ ನಿಷ್ಟ ನ್ಲಿಸಿದಾಗ, 
2 x 
4 ) ಸೃ (ನ >} 
dx” dX 


ತ I2{x- S(x” pa a”) (2x) pS (x +a” ) “(1)] 


=120x° (x +a 24 +12 +6) Wy 
ಸಾದಿಸಬೇಕಾದ ಸಮೀಕರಣದ: ಎಡೆಭಾಗವನ್ನು "ತೆಗೆದುಕೊಂಡು ಇದರಲ್ಲಿ 
¥2 ಮತ್ತು ¥ ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು Rf ಖತ್ರಿ , (2)ನ್ನು],ಆ "ಶಿಸಿದಾಗ 


(* ಕ a” )¥> KK; 10xy, ದಾ 12y ಜಾ 
(x +a 120x° (x + BN, +12(x? #4] 
—10x{12x(x? +a>)]-12(x” +ay° 
12000 a5) +12” +43) 


-120x°(x” +a”) —12(x” +07)° = 


ಅಂದರೆ (x? +a?)y,-10y, -12y =0. 
8. y=e"sinbx ಆದರೆ y» -2ay, + (a” +b°)y = ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿ ಈ ¥ ಬನ rng 


ಈಗ y=e"*sinbx © 
ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ೫ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ 
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DEE (sin bx) =e*“bcosbx +¥ ae” sin bx EL) 
“x dx 


ಎರಡನೆಯ ಬಾರಿಗೆ ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 
—— =h{ae” cosbx—e“bsinbx} + a{ae” sinbx + e““bcosbx)} 


UX £6 UK 


> | y 
=abe" cosbx-b°e” sinbx+a e” sinbx + abe” cosbx 


p RA 
= 2abe*™ cosbx—b“e” sinbx+a”e” sinbx ೯2) 


ಸಾಧಿಸಬೇಕಾದ : ಸಮೀಕರಣದ - ಎಡಭಾಗದಲ್ಲಿನ: ೪೪: ಮತ್ತು "೫ 


ಬೆಲೆಗಳನ್ನು [(1) ಮತ್ತು (2)ನ್ನು] ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


”- 2 1X RE ಇಷಾ 
y -2ay, +(a° +b" )y = 2abe" cosbx be” sinbx 


ux 


+a” e” sinbx— Za(be” cosbx + ae™ sin bx) 


UX 


7 ; iy; 
+(a +h )e” sinbx 

. p) p. 4. _೧ NN PA A 
i.e. y -2ay,+(a +b )y=2abe” cospx-b e° sinbx 


Po 43 PETS NES 
+a‘e”sinbx-2abe™ coshbx- 2a e” sinpx 


2 ux 


> 
+a e”sinbx+b e° sinbx 


he y» —2ay ¥U +b )y=0 


ಹಿ A 
9. y=ax"™ +— ಆದರೆ x"y, =ಗ(ಗ+1)y ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
X 


ಈಗ' y=av"*"+bx™” 
ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು *ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ, 


W aln+1)x" +b(—n)x ™! 


x 
ಮತ್ತೊಮ್ಮೆ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ, bos | 
d” n—l —n-—2 
—=a(n+l)nx — bn(—n —1)x 
dx 
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= an(n+1)x"" +bn(n+1)x 
2 a n-—! —n—2 
xy) =x [n(n+lMax +bx }] 


KF 


=n(n+1{ax""*+bx 


n+l 


=n(n+l){ax"" +bx"} 


ಅಂದರೆ xy =n(n+1)y 

10. y= xcos(log x)+ x108x ಆದರೆ xy —xy,+2y=xlogx 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

&n v=xcos(logx)+ xlog x 

ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ, 


d l 
y= be A A sin(log 0-2) + cos(log x1) + ತಃ + log x(1) 
v x Xx 


= —sin(log x) + cos(log x) +1+ log x yy 
ಮತ್ತೊ ಖಿ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ, 
d”y 
y2)=— =-cos(log MES PT K2) 
dx” X | 4, 
ಈಗ ಸಾಧಿಸಬೇಕಾದ ಸಮೀಕರಣದ ಎಡಭಾಗದಲ್ಲಿ (1) ಮತ್ತು (2) 
ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 
| 
pS +- cos(log x) sin(log x), i 
x Xx ke 


— xl-sin(log x) + cos(log x) +1+ log x] 
+ 2 xcos(log x) + x log x] 


= —xcos(log x)- xsin(log x) + x + xsin(log x) 
— xcos(log x)- x + 2xcos(log x)- xlog x + 2xlog x 


= xlogx 
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ಅಂದರೆ XY Ny + 2y ೩ xlogx 


ll. x=acos0, y=bsin6 ಆದರೆ ಬಸ್‌ನ ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿ. 
ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಈಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಟ ನ್ಲಿಸಿದಾಗ 
ಜಸ — =bcos6 ...(1) 
d8 | 
d ; 
ಮತ್ತು ain Be 
d8 
dy dv dB 
dx dx/dO 
(1) ಮತ್ತು (2)ನ್ನು ಇದರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 
dy bcos —p 
Ge papper =-——cotO 
dx -—asin®@ a 
ಮತ್ತೊಮ್ಮೆ ಸಗ್ಗೆ ಸಿಂಬಂಧಿಸಿ ದಂತೆ £ ನಿಷ್ಟ: ನ್ಹಸಿದಾಗ 
By 
dx a dx 
ಎಸ 
a 4 dx 
sb K- 
=-——(—Ccosec 9 
a ) | asin6 
2 py 
ಅಂದರೆ LY Bose® 
dx a 


2 040/17೧ 
12. x=a(8+sin8), y=al(l-cos0) ಆದರೆ dy = 0/2 
dx 4a 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಈಗ y=4(1-cಂs0) ಸಮೀಕರಣವ 
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0ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 
dy 
— = al(sin8) 4} 
a0 


ಹಾಗೆಯೇ x= ೩(80 + in) ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
0ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ, 


dx 
—=a(l+cos6) ~A2) 
d8 
dy _ 4/0 (1) ಮತ್ತು (2)ನು ಬಳಸಿದಾಗ 
dx dx1/d8 ಗೌ ್‌ 
° 8 [9] 
¥ 2sin—Ccos— 
asin p 9 
T= =—=lan-— 
a(l + cos 6) Por 2 2 
p 2 
dy 9 
1.€. — =tan— 
dx 2 
ಇದನ್ನು *ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಠನ್ನಿಸಿದಾಗ, 
d”y - 8) 
5 ಇ tan — | 
dx 2) 
d (3) a8 
=—tanj|—|-— 
d8 2) dx 
0 1 | § 
se SE 
2 2|a(l+cos6) d8 
sec” — 
20( 20093] 
48 
Wy Nec — 
ಅಂದರೆ g . = - 
dx 4a 
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13. x=sn®9, y=sinpe6 ಆದರೆ (-x°)y,- xy +p y=0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಈಗ x=sin0>6=sin"'x 


ಈ ಮೇಲಿನ 6=5in"'x೫ನ್ನು y=ವnpರಿದಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 
y ಚರವು ೫ಚರದ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗುವುದು: 
y= sin(p sin” x) 


xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 


dy ಎ ಮ l 
—=C0S(psin x)-p: 
dx A 


EET NE | 
dx jE 
PE, Pp 
l-x PSR pS Xx) 


(NX 


ಮತೊ ಮೆ ನಿಷನಿಸಿದಾಗ, 
ಎ ಆ ಈ 
d > dy d ° 
—Nl-x°—p=p—cos(psin x) 
dx 


> dv dy | ಫೌ 


ES) RS. 
ET 


p l 
= pl-sin( psin |p. 
V1- x” 
7d“ NY p” sin(psin x) 
A Bly iin hs cr REALE 4 
ಅಂದರೆ ಖ1- - fee” » (1) 


a" l-—x 


(1)ನ್ನು 1-೫” ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ, 


dy 2೬0 ia | 
(1-x Sp y= [‘* y =sin(psin ‘x)] 
x 
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14. y=(x+Ax +1)" ಅದರೆ (x +1)y,+4y,-m’y=0 ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 


ಈಗ y=(x+V1+x")" 
ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ, 


ಎ [+ AEE I+x°) 
x dx 


=m(x+Nl+x ಖ್ಯ - 
+x” 


°-@y I (Wl+x +x) A i a Lh Ye 
JE TN = 
lx 1+ x” 1+ x” 


dx 
> dv > 
+x —am(x+Al+x")" 
dx 


ಇದನು: ಮತಿಮ ನಿಷನಿಸಿದಾಗ, 
ER “ವಿ ೬ ಬಿಲ 


ml 


| +x pI I+x”) 
dx \ dx dx 


_ 
>d°vy dy | 
Mla + (2x) 
* dx 1+ x? 


dx 


mms Tu - | 
1+ x” 
dy _m (x+N1+ x? mxtVl+xr yy” (1) 


dx 1+ x? 


2 

dy X 
ಅಥವಾ i+ 4 

dx” 


I+ x” 


(1)ನ್ನು ್ಲ1+ x” ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ, 


(1+ EY; ಮ [-y=(xtAl+x)" 
ಸ್‌ ಹ್‌ y “y=(x XN 
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ಅಥವಾ (1+ x°)y + x —m’y=0 


15. y=(cos' x)” ಆದರೆ (1-x)y-1)-2=0 ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 
ಈಗ y=(cos x)” 
ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿ ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 
dy ನ —1] 
—=2(cos x). 
dx VJi-x° 
Bg Gy =-—2¢os x 
dx 
ಮ ್ರಾಮ್ಮೆ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ, 
2 fy” 2 -2-— (cos x) 
dx dx j x 
dv dy | —| 
2 l-x°-——+— (2x) =-—2: 
a” dr Wp 
RE. d 2 
ಅಥವಾ I-x—— 8 (1) 
dx A 


(1)ನ್ನು N1- x" ರಿಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ, 


(1- x He ys 0 ಅಥವಾ (1-x°)y-xy,-2=0 
x 


ಅಭ್ಯಾಸ 10.10 


|. ಕೆಳಗಿನವುಗಳಿಗೆ ಎರಡನೆಯ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 


Gi) sin? x Gi Yr (iii) (10g x)” 


(iv) sin8xsin 2x (V) (sin! x) 
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ಅವಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ 


10. 


py 


12. 


£3, 
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y =sin(sin x) ಆದರೆ y2 + tan xy, + ycos’ x=0 ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 


x” + y” ನೆ ಆದರೆ yy” +09) +1=0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


d” 
x=acosnt+bsinnt ಆದರೆ ny ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
dt 
ae” 
a ಆದರೆ(1- x), -2,-m” y =0 ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 
2 
p: [1-cosx d 
y = tan SP —— 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
l+cos x dx 
d” 3 
x +2y+3y” =] ಆದರೆ '-- ಓ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


dx” (x+3y) 


ಭು 
y=(x+Ax +a)" ಆದರೆ (x +a”)y+ xm y=0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


7 
pS 


: i ಸ dy 4 x 
e+e =e" ಆದರೆ ೭-೮" +673) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ 
dx 
_ 
3 8% TX dv 44/2 
x=acost, y=asin't ಆದರೆ ಕಃ-- ಆದಾಗ 
4 dx 3a 


ಆಗುವ್ಯದೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 
Xx=asin2t(l+cos2t), y = acos 21(1—cos 2) ಆದರೆ, pe 
| 4 


d”y 1 
ಆದಾಗ -್‌--- ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
dx a 
F 
I » ಡ್‌ ) ಎ 
x = a(cost +logtan—), y =asint ದರೆ ye ಮ 
3 dx" acos"t 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


x=sin (2 1-x?), y=cos (1-2?) ಆದರೆ Y 6 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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14. x=a(cos0+8sin8). y = alsin -6cos0) ಆದರೆ 


d”y 82 


ಆದಾಗ 7 Sh ಏಂದು ತೋರಿಸಿ. 


dx 
15. y=acosh(nx) + bsinh(nx) ಆದರೆ 4 —n”y =) 
ತೋರಿಸಿ. 
10. y=log(x+ x” +a? ) ಆದರೆ (೫ +a”) + xy, =0 
ತೋರಿಸಿ. “ 


D 
|| 


+l 


ಎಂದು 


ಎಂದು 


17. x=sinh0, y=sinpe6 ಆದರೆ (14x )¥ + xy, + py =0) 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


18. y=(tan"' x) ಆದರೆ (+x? yy, + 2x(1 + x), =2 
ತೋರಿಸಿ. 


ಎಂದು 


19. y = (cosh! x)" ಆದರೆ ( -1)y2+ xy, =2 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


> 


20. y=ae"" +be"™ ಆದರೆ 


p. 


dx 


21. y=sin(mcos” I ಆದರೆ 4 )y> - ay, +m y=0 


gg ನ್ಯ > > 
3 (+x) y, +2x(l+x°)y, =my 
ತೋರಿಸಿ. 


23. y=e"cosbx ದರೆ y,-2ay +(a” +h”)y=0 
ತೋರಿಸಿ. 


24. y=x’ 08x ಆದರೆ xy -4xy +(x” +6)y=0 


25. y=e"(acosx+bsinx) @ದರೆ y,-2y+2y=0 
ತೋರಿಸಿ. 


ಅವಕಲನಶಾಸ್ತ 
/ 


K ¥. 
“my =0"ಎಂದು' ತೋರಿಸಿ. 


ಎಂದು 


ಎಂದು 


ಎಂದು 


ಎಂದು 


ಎಂದು 
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26. 


21. 


ಆದರೆ (1- x”) —3xy,- y=0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


y=e™ * ದರೆ (+x )y+(2x-Dy=0 ಎಂದು 


. y=sin(logx) ಆದರೆ xy +4) + =0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


. y=e"logx ಅದರೆ ೫-(2x-Dy+(x-1)y=0 ಎಂದು 


ತೋರಿಸಿ. 


. y=Ax+l —a/x -1 ಆದರೆ 4x” —1)y, + 4x = Y ಎಂದು 


ತೋರಿಸಿ. 


2 2 
= sinht. y=cosh pt ದರೆ (l+x )y)+xy,-p y=0 


“ಂಹು` ತೋರಿಸಿ. "' 


2. y= (x4 Ax” +1) ಅದರೆ (x +1)v, +x, -64y =0 ಎಂದು 


ಸು 
& 3 p) ” K 
yy Um ಆದರೆ (x -Dy tay = my ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 
dy K 
x +xy+y =0 ಆದರೆ -=0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ನ dX” 
| My +2 2 
Mkt | 1 l=t dy 
x =sin | |» y=cOs | | ಆದರೆ 0 ಎಂದು 
1+ | 1+2 dx” 
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“ಗೃಣಿತಶಾಸ ವು ಒಂದು ಮಹಾಸಾಗರದಂತೆ - 
ಮೇಲ್ಮೈ ನಲ್ಲಿ (ತೋರಿಕೆಗೆ) ಬಹಳ ಭೀಕರ ಮತ್ತು 
ಪಚಂಡವಾದ ಅಬ್ಬರವನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. 
ಅದರೆ, ಆಳದಲ್ಲಿ ಶುದ ವೂ, ಸಪ್ನ ಆದ 
ರಶ್ಮಿ ಗಳನೊ ಳಗೊಂಡ ಅನರq ಮುತ್ತು ರತ್ನಗಳನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ.” 


- ಸ್ತಾಮಿ ರಾಮತೀರ್ಥ 


ಗಣಿತ ವಿಜಾನ 
kK 


ಅಧ್ಯಾಯ 11 
ನಿಷ್ಟನ್ನದ ಅನ್ವಯಗಳು 


11.1 ರೇಖಾಗಣಿತದ ರೀತಿ ನಿಷ್ಪ್ಟನ್ನಕಲನಾಂಕದ ಅರ್ಥಕಲ್ಪನೆ 


ಇದುವರೆಗೆ ನಾವು ವಿವಿಧರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯುವ ಬಗೆಗೆ ತಿಳಿದುಕೊಂಡೆವು. ಈ ಅಧ್ಯಾಯದಲ್ಲಿ ಈ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳ 
ಹಲವು ಅನ್ನಯಗಳನು ತಿಳಿದುಕೊಳೋಣ. ಮುಖವಾಗಿ ನಿಷನವನು 
[9 ಮ . ರಿ ಲಉ'ಷ «4 
ರೇಖಾಗಣಿತದಲ್ಲಿ ಹಾಗೂ ದರಮಾಪಕವಾಗಿ ಉಪಯೋಗಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ನಿಷ್ಠನ್ನವನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟ (ಇಳಿಜಾರು)ವನ್ನು ಕೊಡುತ್ತದೆ. 


ಇದರಿಂದ ನಾವು ಸ್ಪರ್ಶಕ ಹಾಗೂ ಲಂಬರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
ಬರೆಯಬಹುದು. 


ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
ನ ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು 


y= fw) ಎಂಬ ಒಂದು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ 
P(x. y) ಎಂಬುದು ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೆ 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 11.1), 


pe 
(5 


y 
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PT ಸ್ಪರ್ಶಕವು Xx ಅಕ್ಷದಲ್ಲಿ Ww ಕೋನವ ನ್ನುಂಟುಮಾಡಲಿ. ಸ್ಪರ್ಶಕದ 
ಒಟ (ಇಳಿಜಾರು) tany pW 


y= f(x) ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ P(x,y) ಹತ್ತಿರವಾಗಿ ಮತ್ತೊಂದು 
ಬಿಂದು 0(x+ರಿಃ y *ರಿ)y)ನ್ನು ಆರಿಸಿಕೊಳ್ಳೋಣ. PQ ಜ್ಯಾವು *- 
ಅಕ್ಸದಲ್ಲಿ ಈಕೋನವನ್ನುಂಟುಮಾಡಲಿ. PM, ಲಗ -ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಮತ್ತು PR 
ON ಗೆ ಲಂಬಗಳನ್ನು ಅನುಕ್ರಮವಾಗಿ ಎಳೆಯೋಣ. 

RPQ = 0 ಆಗುವುದು 
ಈಗ, PR=MN =ON -OM =(x+Ox)-x=Ox 
RO=NO-NR=NO-MP=(y+8y)-y=oy 

RPO voಂಬಕೋನ ತ್ರಿಕೋನದಲ್ಲಿ 


tan RPO ಶಾ Oy 

PR ‘HY 
i.€. tan 8 = a 
Ox 


0೦ ಬಿಂದುವು P ಬಿಂದುವನ್ನು (y=) ದೇಲೆಯ ಮೋಲೆ) -ಸಮೀಪ 
ಸುತ್ತಿದ್ದಂತೆಲ್ಲಾ 0 ಜ್ಯಾವು PT ಸ್ಪರ್ಶಕದಲ್ಲಿ ಲೀನವಾಗುವುದು. ಹಾಗಾಗಿ 
0 ಕೋನವು ೪ ಆಗುವುದು. 


1 o l 

pe 
dy 
"“° tany =— 
¥ dx 


ಅಂದರೆ ನಿಷ್ಟನ್ನವು ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. 


11.2 ಸ್ಪರ್ಶಕ ಹಾಗೂ ಲಂಬರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣಗಳು 

f (x) ಉತ್ಪನ್ನದಲ್ಲಿ P(೫, y,) ಎಂಬುದು ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಬಿಂದು 
ವಾಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 11.2). PT ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರಲಿ. ಈ ಸ್ಪರ್ಶಕಕ್ಕೆ ಗಿಯಲ್ಲಿ 
ಒಂದು ಲಂಬವನ್ನು ಎಳೆದಾಗ PN ಲಂಬರೇಖೆಯಾಗುವುದು. 
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dy ಣಾ pe 

pe ನ್ನು (x ; | ) ಇಲ್ಲ ಕಂಡುಹಿಡಿದಾಗ 
NX 

ನಮಗೆ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟವು ಸಿಗುವುದು. 


ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣ 


ಎಂದಾಗುವುದು. ಇಲ್ಲಿ 


y-Myi=m(x- x1) 


Ai ಚಿತ್ರ 11.2 
dx 


(x; ED ) 


ie. yy =F (xx -x]) ಎಂಬುದು ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣ. 
೦ಬರೇಖೆಯು ಸ್ಪರ್ಶಕಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಲಂಬ ರೇಖೆಯ 


ಒಟ ಜಗಾ ಒಟ) ಆಗಿರು ತ್ತದೆ. 
ರೇಖೆಯ ಸ : 1 
ಲಂಬರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ: Ee i 
) ತ ಸಾ % 
Bd dy ( 1) 
dx (Xx3,¥1) 
ಹಾ ಎನ್ನುವುದು ನಿಷ್ಪನ್ನದರೆ ಖಾಗಣಿತದ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ನ ಅರ್ಥಕಲ್ಪನಿ. 
64 
ಸೂಚನೆ: 


ಸ್ಪರ್ಶಕವು ೫-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾಂತರವಾಗಿದ್ದರೆ ಅದರ ಸಮೀಕರಣ: 
y 


ಶೆ 


ನ 
Lid ಎಂದು ಆಗುವುದು. 
dx 
90 > tany =0. 
dx 
- ೪=0(ಚಿತ್ರ 11.3) ಚಿತ್ರ 11.3 
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2. ಸ್ಪರ್ಶಕವು -ಅಕ್ಕಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ (-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾಂತರವಾಗಿ) 


ಬಕ 
ಇರಬೇಕಾದರೆ, — ಎಅಥವಾ p =0 ಆಗಿರಲೇಬೇಕು(ಚಿತ್ರ 11.4). 
x y 


ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣ: Plxi, v1) 


X=Xx 


ಲಂಬರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ: 


yy 


ಚಿತ್ರ 11.4 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1. ಕೆಳಗಿನವುಗಳಿಗೆ (ಇ.೪)) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಲಂಬ 
ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


l. xy=k 


dv 
x— + y(1)=0 
dx 
A, 
dx X 
ಈ " ೨ Ae dy ತ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಓಟ (॥. ೫) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ m= ಭ್‌ ಆಗುವುದು. 
| “x, 1) 
— V 
m=— 
A 


=y 
m= ಓಟವನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ (೫. ))) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ 


X] 


ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ y-y|-m(x- x) ಆಗುವುದು. ಅಂದರೆ 


y 
Ad -[-2s-w 
A] 


MSY XY =-XY +X 
ಅಥವಾ yy 2x) 


ಅಥವಾ x೪, ಇಂದ ಭಾಗಿಸುವುದರಿಂದ 


Xx 
Sy 
¥1 1 
ಮಾಕ್ಸ ey ರ” 
m=— ಒಟವನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ (೫, ))) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ ಲಂಬ 
hi ಸ 
ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ, y-y|=m'(x- x) 
x 
(y-y)=—x-x) 
1 
2 ? ಸ 
* NY ್‌ M1 = AX ಷು X] 
2 2 
ಅಥವಾ -y=x -) 
Br Jaxv + Vv” "0 ರೇಖೆಯ (x, Y)) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸರ್ಶರೇಬೆ 
ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಕೊಟ್ಟಿ ರುವ ಸಮೀಕರಣವ ವನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 
( dy dy 
2x-3al x—+y|+2y—=0 
dx dx 
“Sn 
ಅಥವಾ (2y-3ax)= 3ay— 2x 
dx 
p dy  Jay- 2x 
dx 2y=3ax 
ಎ (೫. ೫) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಒಟ 
dy 
m=z— 
dx (xy. ¥]) 
| 3ay — 2x Jav, - 2x, 
° mm __— ವ ಗ 
2y-3ax ye J 
¥ (Xx. ¥) p 
(x, ೫) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ mM ಓಟವನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ 
ಸಮೀಕರಣ 
y=} =mx- x) 
| Jay, - 2x 
ii. (y= Y)= (NX) 
2y,-3ax 
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ಅಥವಾ (y-y,)(2Y - 34x) 
ಅಥವಾ 2), 


—2 -3any + 3axy, 
= 3ayjx — 34x] - 2x] + 2x] 


ಅಥವಾ 2x7 + 2y7 + 3ayyx — 2xx +3axyy-2y,y- Oaxyy, 
ಅಥವಾ (3ay, 


=() 


—2x)x + (3ax —2y)y + (2x7 +2y; —6ax,y,))=0 


3. x+y =5 ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ (9, 4) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು 


ಲಂಬರೇಖೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಮ್‌ 1 
2x Ziyadx 
dy 2 y 
dx Wx 
dy yy 
ಅಥವಾ ee 
dx Ax 
dy 
(9. 4) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟ m= 
& 4 (9, 4) 
ES 
(9. 4) 
K ’ 1 sd 
ಲಂಬರೇಖೆಯ ಓಟ, mM =--— m=- 
m 2 


(9, 4) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


be: ಒಟವನ್ನು ಹೊಂದಿರುವ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ 
ಸಮೀಕರಣ 


y= =m(x- x) 
ವಿ 
(y= F —(x-9) ಅಥವಾ 3()-4)=-2(x-9) 


3y-—12=-2x+18 1.€. 2x+3y-30=0 


414 ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


J 
ಕ. 
ಸಮೀಕರಣ y-y|=m'(x- x) 


(9, 4) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ m= 


-9)=5(x-9 ಅಥವಾ 2y-8=3x-27 
ಅಂದರೆ 3x-2y-19=0 


2 TL ಬಃ 
ಸಿಲಾ ಉಗ 2: ವಕರೇಖೆಗೆ ಯಜ ಸಬಿರಮವಿನಲಿ- ಸರ್ಶರೇಖೆ ಮತು 
- J 6 [ae] [99 — 
ಲಂಬರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
Tt ean VE 4 3 ಕ 
X=— ಆದಾಗ y=sn2 — i=sin—= ಆಗುವುದು. 
6) 322 
y =sn2xನು ನಿಷನಿಸಿದಾಗ 
- 4 ಬ 
dy 
—=92cos2x. 
dx 
dv 
ಸ್ಪರ್ಶಕದ Ub m=— 
dx|,_T 
TL l 
m= 2cos 2x n=2C05—=2xK-— = 
ರ್‌ 3 2 


6 


/ | /4 
ಅಂಬಕದ ಓಟ mn =-—,m=-l 
m 


TU ವ್‌ “೮ 
ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣ, ೩x=- ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ mis | ಒಟವಿದ್ದಾಗ 


YY =m(Xx-x)> i ~*~] 
Yi 7 (R 6 
¥3 


ಅಥವಾ MAME 0 
Pile? 


— 


Tt 
ಲಂಬರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ ೫ Es 


m =-1 ಆದಾಗ 
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$, 


4x-2y+1=0 ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವಂತೆ 


y=6x-x ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದುಗಳನ್ನು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಸರ್ಶರೇಖೆಯು 41-2¥+1=0 ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ 
ಇರುವುದರಿಂದ ಸರಳರೇಖೆಯ ಒಓಟವು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಓಟಕ್ಕೆ 
ಸರಳ ರೇಖೆಯ ಓಟ 


ರುವುದು. 
- (4ನ ಸಹಗುಣಾಂಕ) 4 
— ==) 
೪ನ ಸಹಗುಣಾಂಕ 3 
-=2 ಆಗುವುದು 


&n v=0x-x ಇಹ 
K 4 ಬ 


(Xj; Vv) ಬಿಂದುವಿನಲ್ರಿ ~ 
ಷ್‌ px) [9 


| =6(2)-2 =12-4=8 ಆಗುವುದು. 


”. ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದು (x, ೫) (2.8) 
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(2, 8) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ : ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಒಟ m=2 ಆದಾಗ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 
y= =m(x- x) 
y-8=2(x-2) ಅಥವಾ 2x-y+4=0 


6. x4+2y=6 ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವಂತೆ y=3x”-4x 
ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. - 
x42) = 6ಸರಳರೇಖೆಯ ಓಟ ಎಮ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 42೪-6 ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, 
| 


ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟ -- ಆಗಿರುವುದು [ mm = -1). 
Mm, 


AR ಘಾ =’) 


i” 


ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟ 2 


y=3x' -4xನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 


ಬ'ಷ 
£4 =6x-4 
dx 
(೫, 3) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಒಟ 
dx (x4, ¥1) 
6x ಇಡ 4 = 2 
6x, = 6 4 X] — | 


x =1 ನ್ನು y= 3x -4xಗೆ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 
Ke 3(1) - 4(1) 


» =I 
ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದು (1, -1) ಆಗುವುದು. 
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(1, -1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ೫-2 ಆಗಿರುವ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ 
yy =mx- x) 
(y+D=2(x-1) 
2x-y-3=0 


7. ax+*hy=0 ಎನ್ನುವ ರೇಖೆಯು ax” + 2hxy + by” =] 
ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ಸಂಧಿಸುವಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ಸ-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುತ್ತದೆ, ಹಾಗೂ +೬) -0 ಎನ್ನುವ ರೇಖೆಯು 
ಮೇಲಿನ ದೀರ್ಫ್ಪವೃತ್ತವನ್ನು ಸಂಧಿಸುವಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು y- 
ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಸರಳರೇಖೆ ೧+) -0 ಮತ್ತು ೩x +2h) + by” 1 ಸಂಧಿಸುವ 
ಬಿಂದು (೫, Y,) ಆಗಿರಲಿ. 


* (4 ೫) ಮೂಲಕ +h) -0 ಹಾದುಹೋಗುತ್ತದೆ. 


ax, + hy, =0 sX} 
ax” + 2hxy + by” =1ನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 
| d 
2ax + n(x + »] + Ts =) 
dx dx 


d 
ಅಥವಾ (2hx + 2by) = —(2ax + 2hy) 
X 


dx (hx+by) 
ನ — (ax, + hy,) 


(hx, ಸ್ಟ by, ) 


dy 
dx (x, ¥1) 


ಆದರೆ ax, +h), =0 


ಎ 


dy 4 
(hx, + by,) 


dx 


(x, ¥1) 


maze ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ -ಅಕ್ಸಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
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ಸರಳರೇಖೆ hx +by =0 ಮತ್ತು 

ದೀರqವೃತ್ತ ax” + 2h) + by’ =] 

(೫3, ್ಭ2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಲಿ. 

ಅಂದರೆ hx+by) -0 (೫, y)) ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುವುದು. 


d 
m= ಎ) [2ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದಾಗ] 
dx (1, ¥2) (hx, + by) “ 


ಛೇದ ಗಜ ೬b), -0 ಆದ್ದರಿಂದ ಊಂ 
" ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು y-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


8. (1+x')y=2-x ವಕ್ರರೇಖೆಯು -ಅಕ್ಷವನ್ನು ಹಾದುಹೋಗುವ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 'ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಬರೇಖೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


A 
y =0ನು (1+ x )y=2-xನಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 
0-2-೫ ಆಥವಾ ೩೫-2 ಆಗುವುದು. 

WE 0) ಎ ಐನ್ನುತ ವುದು ವಕ್ರರೇಖೆ ಮತ್ತು X-% ಅಕ್ಷದ ಮೆ ಲಿನ ಬಿಂದು. 
(14+ x” )y=2- ೫ನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 

dv 
(kun yZx)==1 
dx 


dy _—U+2xy) 
dx (+x 


(2, 0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ - ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದಾಗ, ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಓಟ 
UX 


; 
dx 


(1+ 2xy) 


zd 


(2, 0) 


* ಲಂಬರೇಖೆಯ ಓಟ nS m=5 ಆಗುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ 
m 
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(2, 0)ವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಓಟ m= ಆದಾಗ, ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ 


y=} =mx- x) 
| 
ie. y-0=-—(x-2) 
y 5 
ಅಥವಾ ನy=-x+2 l€.., . x+5y=2 
(2, ವಿನಲ್ಲಿ, ಲಂಬರೇಖೆಯ ಓಟ '-5 ಆದಾಗ, 
ಸಮೀಕರಣ 


y= =m(x-x)=(y-0)=5(x-2) 
le. 5x-y-10=0 


9. y=3x 42 ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ, ಸರ್ಶರೇಖೆಯ ಓಟ -6 ಆದಾಗ, 
ಸರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಓಟ - -6 


m=-—6 (1) 
ಲಂಬರೇಖೆಯ ಓಟ ots 
m 6 
=3x" 42ನೆ ್ಲಿ ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 
d 


(೫, ))) ಸರ್ಶಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 


ಇ ಸ್ಪರ್ಶರೇಬೆಯ ಬಟ (4 
x (x ¥1) 
m= 6 x) e. m=6x 
6x, =-—6 ((1)ನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದಾಗ) 


420 ಗಣಿತ ವಿಜಾನ 
§ 


x =-1ನ್ನು ೪3೬ +2ನಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 
Mn =+3+2=5 
ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದು (x, ೫) =(-1. 5) 
(-1. ೨) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ m--6 ಆದಾಗ, ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣ 
y-M=m(x- x) 
y-5=-0(x+1) ಅಥವಾ 6x+ y+1=0 


(-1. 5) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ n= ಆದಾಗ, ಲಂಬರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ, 
V-m=m(x-x) 


y-S=Sx+D ಅಥವಾ x-6y+31=0 


10. x=1 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ yವ೫'-5x+6 ವಕ್ರರೇಖೆಯ 
A ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿಯೂ, ೪-ಅಕ್ಸವನ್ನು ಹ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿಯೂ ಸಂಧಿಸುತ್ತದೆ. ಹಾಗಾದರೆ A08 ತ್ರಿಕೋಣದ 


ತ್ರಘಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ (0-ಮೂಲಬಿಂದು: ಚಿತ್ರ 11.5). 
p, ಲ 
x೩=1ನ್ನು ೪-೫ -5x+6ನಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 


y=1-5+60=2 
ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದು (1.2) ಆಗುವುದು. 


B v=x -Sx+6 


i _ a ಲಿಷದಿಸ 
y= -5x+6ಸ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 


dy O A 
—=2x-5ನ 
dx ಚಿತ್ರ 11.5 
d 
ಸರ್ಶರೇಖೆಯ ಓಟ (1. 2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ meek 
i dx|1, 2) 
m=(2x-5) 3, =2-5ನ=-—3 


(1, 2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟ -3 ಆಗಿದ್ದಾಗ ಅದರ 
ಸಮೀಕರಣ 
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y= Y= mlx x) 
ಅಂದರೆ (y-2)=-3(x-1) ಅಥವಾ 3x+y-5=0 


”. ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ 3x+y-5-0 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ೫-ಅಕ್ಸವನ್ನು ಸನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುತ್ತದೆ. 
" ೫-ಅಕ್ಸದ ಮೇಲೆ y -0 ಆಗುವುದು. 


*® 3x+0-5=0 ಸವಿ 
* ಡಸ್ನಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು [3.0] ಆಗುವುದು. 


"® OA= 


Ww | tn 


ಸರ್ಶರೇಖೆಯ y-ಅಕವನು ಔನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುತದೆ. y-ಅಕದಮೇಲೆ 
ಲ [oN 4 ' pe 

೫೩=0 ಆಗುವುದು 

D+ yeS =D y=5 

Bನ ನಿದೇಶಕಗಳು (0. 5) ಆಗುವುದು. . OB =+5 


ತ್ರಿಕೋಣ A0Bಔಯ EES 
| lk 2 26 3 


5 ಚದರ ಮೂಲವಮಾನಗಳು 


Il. x+y =a ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ಅಕ್ಷರೇಖೆ 
ಗಳನ್ನು ಛೇದಿಸಿದಾಗ ಉಂಟಾದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಭಾಗವು ಒಂದು 
ಸ್ಲಿರಸಂಖ್ಯೆ ಮತ್ತು ಅದು "೧'ಗೆ ಸಮ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. [ಸೂಚನೆ: 
(aos 0,asin” 6) ಎನ್ನುವುದು ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ 
ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು ಬಿಂದು ಎಂದು ಭಾವಿಸಿ.] 


x=acos’ 6, y = asin’ 6 
dx 


“ —=-—3asin6cos’ 0 * dy = 3asin’ Ocos 60 
d60 d8 
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dy dyldo 3asin” 9cos6 

dx dx/d8 —3asin®6cos’ 6 
ಸ dy ed sin 0 

dx cos8 


ಸರ್ಶರೇಖೆಯ ಓಟವು m= 
3 cos6 


ಆಗುವುದು. 


ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣ (೩೦5. sin’ 6) ವಿನಲ್ಲಿ 


y-M=m(x- x) 
— sin 
[y-asin36)=—S™(;- acos’ 9) 
cos8 
"ಅಥವಾ xsin8+ ycos8 = acos’ 8sin 8+ asin” Ocos6 


= acos sin B(cos? 9+ sin” 0) 
1.€. xsnB8+ ycosB=acos0sin9 
ac೦s8sinರ ಇಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 


& y 
He] 
acos8 asin 


ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು x-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಛೇದಿಸಿದಾಗ 0ಸA-೩೭೦s0 ಮತ್ತು 
y-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಛೇದಿಸಿದಾಗ 0B -೩sin8 ಆಗುವುದು. 


ಅದ್ದರಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ಭಾಗ AB ಪಡೆಯಲು 
AB? =0A°+0B? => AB” =a’cos°0+a’”sin?6 
"AB? =a"? S್‌AB=a, ಒಂದು ಸ್ಪಿರಸಂಖ್ಯೆ 


12. y=5x” ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶಕವು (2. 0) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ 
ಹಾದು ಹೋದಾಗ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವು ೪-0 ಮತ್ತು 
40x- y-80=0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಸರ್ಶರೇಖೆಯು 5»? ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು (|, ೫) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
[5 4 [ee 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 


y =Sxy 1) 
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y= 5? ನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 
dy 


— =]10x 
dx 


d 
-. ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಓಟ m= 2]  =10% 


(x,.¥,) 


" (೫, Y) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವು 


y= =m(x- x) 
y-y =10x/(x- x1) (2) 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ (2)ಯು (2, 0) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುತ್ತದೆ. 
೩=2, y=0ವನ್ನು (2)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 
0-—y, =10x(2-x)=- = 20x - 10x 
ಆದರೆ }, 5x2. .. -Sx =20x -10x 
5x2 20x, =0 = x(Sx-20)=0 
pt x|=0. x =4. 
x| = 0ವನ್ನು (1)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ ೪, -0 ಮತ್ತು 
x] 4ಿವನ್ನು (1)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ ೪, -80 ಆಗುವುದು. 
ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದುಗಳು (0, 0) ಮತ್ತು (4. 80) ಆಗುವುದು. 
x30, y, =0ವನ್ನು (2)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ 
ಸಮೀಕರಣ ೪-0 ಮತ್ತು 
x, =4. ¥, =80ವನ್ನು (2)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ 
ಸಮೀಕರಣ y-80-=10(4)(x - 4) 
We =40x-y-80=0 


13. y =x'(20-x) ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ಯಾವ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ -ಅಕ್ಸಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದೆ ಹಾಗೂ y-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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y =x" (2a-—x) LH) 
ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 


dy 
Jy Y= 4ax- 3x” 
dx 
dy _4ax-3x" 


dx 3y? 


ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು -ಅಕ್ಷ ಕೈ ಸಮಾನಾಂತರವಾದರೆ, - ಎ0 ಆಗಬೇಕು. 
7 ್ಯ 


ಸಂ 2 

¥ 4ax ಹ 0 
3y° 

x(4a — 3x) = 0 

RS 11 pd 

3 


3 2 i ಫ್‌ = [J 
೩=0ವನ್ನು ೪ -೫'(20- x)ನಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 


y”=0 ”. v=0 


(0. 0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕವು - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


} [2 
9 


4a 


EH (1)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, y 


- 


i (3 
ಬಲು ec Napa 
9 3 


3 
1/3 
: 24° ನಲ್ಲಿಯೂ ಸಹ 
3 3 ಭ್ಯ; 
ಸ್ಪರ್ಶಕವು *-ಅಕ್ಸ। ಕೈ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


dy 


ye 


ಸ್ಪರ್ಶಕವು ೪-ಅಕ್ಸಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾದರೆ ಆಗಬೇಕು. 
NX 


4ax — 3x? 
3 y> 


ನಿಷ್ಠನ್ನದ ಅನ್ತಯಗಳು 


e=3y' =0=y=0 


4a 


J 


3 


- 


| 


X; 


[) 
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y=0 ವನ್ನು (1)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 
x Qa-x)=0>x°=0,x=2a. 


" (24, 0) ವಿನಲ್ಲಿ 
ಸ್ಪರ್ಶಕವು -ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುತ್ತ ದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 11.1 


ಕೆಳಗಿನ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆಗಳನ್ನು 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


() 3x +2)’ =31 (1, 4)ರಲ್ಲಿ 

(i) y=x +1 (1, 2)ರಲ್ಲಿ 

(ii 2y=3x+2 (2. 4ರಲ್ಲಿ 

(iv y”+4y+l=x(x+3) (-2. -3)ರಲ್ಲಿ 

(Vv) xyx+y)=6 (-3.1)ರಲ್ಲಿ 

(vi) xy” =16 y=-2ರಲ್ಲಿ 

Wii) x=sin®, y=cos20 6ರಲ್ಲಿ 
x” y” 

(V111) el (asec. btan 0) ದಲಿ 
“28 ಬತ 


y= 3x +7 ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ ಯಾವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 
ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು -ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುತ್ತದೆ? 

y> =5x-—1 ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ (1, -2)ನಲ್ಲಿನ ಲಂಬರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವು | 
ax-S5y+b=0 ಆಗಿದೆ. ಹಾಗಾದರೆ ೩ ಮತ್ತು ಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(2, 3) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ೪” ವಯ +b ವಕ್ತರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕವು 
y=4x-5 ಆಗಿದೆ. ಹಾಗಾದರೆ ಮತ್ತು bಗಳ ಬೆಲೆ ಏನು? 
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ಜಾ 


10. 


|g 


| WR 


£3. 


ಸy” =16 ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಲಂಬರೇಖೆಯು ಮೂಲಬಿಂದು' (0. 0)ವಿನ 


ಮೂಲಕ ಹಾದು ಹೋಗುತ್ತದೆ. ಹಾಗದರೆ ' ಲಂಬರೇಖೆಯ 


ag a )ಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1 


p=xcos0+ ysin6 ಎಂಬ ರೇಖೆಯು (2) >)” =] ಎಂಬ 
ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ p” -(0cos0)” + (bsin8)” ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 

3x-y+7=0 ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವಂತೆ y= PES 
ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

I ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು x-4y+13=0 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದೆ. ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

2yವ೫ -೫ +x-4 ವಕ್ರರೇಖೆಯು y-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಹಾದುಹೋಗುವ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಹಾಗೂ ಲಂಬರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


y=3೫ +2 ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟವು -6 ಆದರೆ ಸ್ಪರ್ಶಕ 
ಹಾಗೂ ಲಂಬ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y=] ವ ಕ್ರರೇಖೆಯ ಲಂಬರೇಖೆಯ ಓಟವು a ಆದರೆ 


ಸರ್ಶಕ ಹಾಗೂ ಲಂಬರೇಖೆಗಳನು ಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x=1 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ೪) =-5-2%x” ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು *- 
ಅಕ್ಸವನ್ನು A ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿಯೂ, y-ಅಕ್ಸವನ್ನು ಔB ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿಯೂ 


ಸಂಧಿಸುತ್ತದೆ. A08 ತ್ರಿಕೋಣದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(೦ ಬಿಂದುವು ಮೂಲಬಿಂದು). 


y=bೀ್‌್‌ ವಕ್ತರೇಖೆಯು y-ಅಕ್ಸ್ಷದ ಮೂಲಕ. ಹಾದುಹೋದಾಗ, 


y-ಅಕದ ಮೇಲಿನ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಉಂಟಾದ ಸರ್ಶಕವು ₹+- 1 
ಣು ಲ ua »b 
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11.3 ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ಛೇದನದಲ್ಲಿ ಏರ್ಪಟ್ಟ ಕೋನ 

ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸಿದಾಗ ಉಂಟಾಗುವ ಕೋನ 
ವನ್ನು ಅಳೆಯುವುದು ಸುಲಭ ಸಾಧ್ಯವಲ್ಲ. ಆದರೆ ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಎರಡೂ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನು ಎಳೆದು, ಈ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ನಡುವಿನ 
ಕೋನವನ್ನೇ ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವೆಂದು 
ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸಲಾಗಿದೆ. 


y=f(೫) ಮತ್ತು y-£೬) ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳನ್ನು 
ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಈ ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು P(%. })) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಛೇದಿಸಲಿ (ಚಿತ್ರ 11.6). P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎರಡೂ ವಕ್ರರೇಖಬೆಗಳಿಗೆ ಸ್ಪರ್ಶಕ 
ಗಳನ್ನು ಎಳೆದಿದೆ. ಇವು %-ಅಕ್ಸ್ಷದ ಜೊತೆಯಲ್ಲಿ 6, ಮತ್ತು 6, ಕೋನ 
uh ಉ ಮಿ 
ಗಳನ್ನು ಏರ್ಪಡಿಸಿವೆ. 


€ 


ಚಿತ್ರ 11.6 
_ EE : ೩ dv 
y= f(x)ನ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟ, ಎ =tan6, 
x (x ್‌ ¥1) 
ಗ dy 
y= ¢Q(x)ನ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಒಟ, ಉಊ =tan6, 
(x. ¥y) 
ಚಿತ್ರ 11.6 ರಿಂದ 0; +0 =-6, ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. 
9) = 0, ಹಾಕ್‌ 0, 
tan9 = tan(0, - 8) 
 tan0, -tan8, m, — Mm 


I+tan0, tan8,) l+mm 
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ರವು ಲಘು (ಎಕ್ಕೂಟ್‌)  ಕೋನವಾಗಿರಬೇಕಾದಲ್ಲಿ tan 0 
ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿರಬೇಕು. ಆದ್ದರಿಂದ 


1 ಜಾ 
tan0 = |—1 A 


1+ mm, 


ಸೂಚನೆ: 

1. m =m, ಆದರೆ (ಓKಗ80=-0 ಆಗುವುದು ಅಂದರೆ 6-0 ಆಗುವುದು. 
P(x. ೫) ಸಲ್ಲಿ ಎರಡೂ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು ಒಂದರ ಮೇಲೊಂದು 
ಗಿ ಸೇರುತ್ತದೆ. ಆಗ ನಮಗೆ ಒಂದೇ ಒಂದು ಸ್ಪರ್ಶಕವು 

ಸಿಗುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕ (ಕಾಮನ್‌ ಟ್ಯಾಂಜೆಂಟ್‌) 

ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ?P 


2. mm =-1 ಆದರೆ a> ಆಗುವುದು. ಆಂದರೆ 6-90 
ಆಗುವುದು. P(x. y) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎರಡು ವಕರೆ:ಬೆಗಳು 
ಸ ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆ. ಎರಡು ವಕ್ರರೇಬೆಗಳನ್ನು 

ಬಾತ್ಮ ಕ (ಆರ್ಥೊ ಗನಲ್‌) ಎನ 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
|. yx +0)=x+3 ಮತ್ತು yx-DವN -7x+11 ವಕ್ತರೇಖೆಗಳ 
ನಡುವಿನ ಕೋನವನ್ನು P(2. 1 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ya” +D=x+3 wl) 
p d 
ನಿಷನಿಸಿದಾಗ, ೫2೫+” +0) 1 
dy _(1-2xy) 
dx (x +) 
dy 122240) 3 
m =— ನ 
dx 2 +1 ೨ 
yx—lD=x" —7x+11 (2) 
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d 
ವಿಷ ನ್ನಿಸಿದಾಗ, yD) + Xx-HL =2x-7 
ಬ್ಯ dx 


AS 
dx (x-—1) 
dy 22)-7 -1 
U3) =— = 3 
dx, 1 (2-1) 
(1) ಮತ್ತು (2)ರ ನಡುವಿನ ಲಘು ಕೋನ ೩n60= ey 
+ mM 
+4 17 
tan 0 = [EE rae ಸ 5 
1+ ಜಥ ; (—4) ಪ 


ie. tan0=1 . 60=459 


tb 


y=x x -x-3 ಮತ್ತು yವ೫ -2x-1 ಎರಡು ವಕ್ತರೇಖೆ 
ಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಉಂಟಾದ ಕೋನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಮೊದಲು ಛೇದನ ಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕು. ಸಮೀಕರಣಗಳು: 

yep a3 A 

y=x? —2x-—] 32) 
ಸಮೀಕರಣ (1) ಮತ್ತು (2)ರಿಂದ 

| 
ie. xX 2x ¥4-2=0 

x(x-2)+1x-2)=0 

(x +1(x-2)=0 

leds x20 

x =-| ಅಥವಾ ೫-2 

೫-೫೪-1; ಆದರೆ ೫4೬4-1, ಊಹ್ಯಸಂಖ್ಯೆ 

೩=2ನ್ನು (2)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 


y=2°-22)-1=-1 
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ಛೇದನ ಬಿಂದು (2, -1) ಆಗುವುದು. 
(1)ನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 


d 
ವ —2x-—1 
X 
mk = =3(2)° -2(2)-1'=7 
dx 


d 
2-2 
dx 
pyre =2(2)-2=2 
dl2, 1) 
tano = 1" 
1+ mm 
ಸ 
an@ = 2 les 
1+7(2)| |15| 3 
| 


= an {2 
3 


3. "34x ಮತ್ತು 2)ಎ೫'+3 ಎರಡು ವಕ್ತರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ 
(1. 2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. ಹಾಗೆಯೇ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕ ಮತ್ತು ಸಾಮಾನ್ಯಲಂಬ ರೇಖೆಗಳ 
ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ ೫, -ಊ ಆಗುವುದು. 


y =4x 
ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, pj 
ಇಳ dx 
dy_4_2 
Wh LY 
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d 2 
ಮತ್ತು | ಹ AE See 


2y =x’ +3 ಸಮೀಕರಣವನು ಿ ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 


—=2x —=x 
dx 
ಮತ್ತು SE 
dX, 2) 
m, = Ml 
Be ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು (1, 2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪರಸ್ಪರ 
ಸರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ. 


ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಒಟ Mm -ಉ m=], 


l 
ಸಾಮಾನ, ಲಂಬರೇಖೆಯ ಓಟ ಉಗ ಹ-—=-]. 
Ml 
(1, 2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ರಿ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಓಟ 1 ಆದಾಗ ಅದರ ಸಮೀಕರಣ, 


[ee 


Co 


¥Y—M ai =](x-—1) 

x-V+1=0 (ಸಾಮಾನ್ನ ಸ್ಪರ್ಶಕ) 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಲಂಬರೇಖೆ, ೪-) ಘರ ರಕ: 
(y-2)=-x-D)SaA+y-3=0 (ಸಾಮಾನ್ನ ಲಂಬರೇಖೆ) 


4, y=3x 4x45 ಮತ್ತು 2y-9-x ಎರಡು ವಕರೇಖೆಗಳು 


ಖ 
(1. 4) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ : ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬಾತ ಕವಾಗಿ ಛೇದಿಸುತ ದೆ ಎಂದು 


ತೋರಿಸಿ. 


ಎರೆಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬಾತ ಕವಾಗಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದಾಗ 
mm =-—1 ಆಗುವುದು. ಈಗ, ಮೊದಲನೇ ಸಮೀಕರಣ 


y=3x” —4x+5 
dy 
ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, —=6x-—4 
dx 


432 °  ಗಣಿತವಿಜ್ಞಾನ 
Ce 


SL ಸಾ 
ಎರಡನೇ ಸಮೀಕರಣ 2y=9-x 
ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, ಹ 
i.€. ಕ ಈ 
dx 2 
ಪುರ ಈ 
dx 4) 2 


ಈಗ =2x-— =—] 


ಆದ್ದರಿಂದ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬಾತ್ಮಕವಾಗಿ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆ. 


5. y'=4a ಮತ್ತು ಸವ ಎರಡು ವಕ್ತರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ 


- 4 k R 
ಲಂಬಾತ್ಮಕವಾಗಿ ಛೇದಿಸಿದಾಗ, €' -320" ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಎರಡು , ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು P(x. 1) ಬಿಂದುವಿ ke ನಲ್ಲಿ 
ಲಂಬಾತ್ಮಕವಾಗಿ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಈಗ 
y” =4ax | (1) 
lv 
ವಿಷನಿಸಿದಾಗ, 2) =4a 
ಊ dx 
dy 2a 
Ps 
dy _ 24 
dx yy 
Xy = c” kd) 
ನಿಷ ನ್ನಿಸಿದಾಗ, 
fi gf 
1 y=0 ಮ 
dx s 
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d y 
1) ಎ }. ಈ mel 
Xx (ಸ; ¥1) X] 


ಲಂಬಾತ್ಮಕವಾಗಿ ಛೇದಿಸಿದಾಗ ಬೇಕಾದ ಷರತ್ತು"-೫, --1 


Yi A 


x, = 2a ಯನ್ನು xy = Cc” ನಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 


2a), = c” 
Ke 1 ye | 
ಇದನ್ನು y” =4ax ನಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 
ka) 
£] =4a(2a) 32 
|2a 


ax” +by” =1 ಮತ್ತು ax” +b y” *1_ ಪರಸರ, ಲಂಬವಾಗಿ 
| A RE PR fod Re 
ಛೇದಿಸಿದಾಗ --- ೨ಎ ಆಗಿರಬೇಕು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ನ pu 
ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ (॥, ೫,)ನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ 


ax? + by? =] 


Gh 
a'x? +b'y? =1 (2) 
(1) ಮತ್ತು (2) ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ೫] ಮತ್ತು ೪/ ಗೆ ಬಿಡಿಸಿದಾಗ, 
| | 
2 b -b 2 a—a 
Ms NESE 
ab —ba ab —ba 
ax” + by’ =1ನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 
2h) EE ~ UE Zax 
dx dx 2by 


434. ಗಣೆತ ವಿಜ್ಞಾನ 
" 


dy a — aX] 
Any, yy 4,0 (x1, ¥1) by, 
ax” +b'y” =1ನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, 
| 
AS ಘಿ LE 
dx dx = 2b'y 
Xx. ¥) by, 


ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬಾತ್ಮಕವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವುದರಿಂದ, 
mm = —1 
[-5)-- 
by, \ by, 
aa'x] + bb y? =0 
x ಮತ್ತು ೪/ನ್ನು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 
ud ebb =0 
(ab —ba’ pay —ba 
aa'b' —aa'b+ bb a-—bb'a' =0 
aba'b' ಇಂದ ಬಾಗಿಸಿದಾಗ 


ST 
b- bi a 
ಅಥವಾ AR 4 
a 

ಅಭ್ಯಾಸ 11.2 


L ಈ ಕೆಳಗಿನ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
|. ೫4) ಮತ್ತು y)-6-೫, (2.2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
2. x+y =3 ಮತ್ತು ೪” 4-15, (4,1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
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H. 


IL. 


IV. 


436 


4, y= 


3. y? ಎ4೫ ಮತ್ತು ೫' ಎ4, (4,4) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


ಸ ಮತ್ತು yp (2, 1 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


x +1 X= 
5. y?=4x ಮತ್ತು ೫'-2y-3, (1,2) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ ಅವುಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


A, +y=5 ಮತ್ತು y=4x 


2೭. ೫ =y ಮತ 
2 


p 
[NS] 
ಹದ 
|| 
Pad 
€L 
WF 
"ಫೆ 
_್‌ 
Il 
($೮9) 
NS) 
pO) 


(Nn 
bo 
{ 
p) 

J 


ಕೆಳಗಿನ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬಾತ್ಮಕವಾಗಿ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು 


1. y=x ಮತ್ತು 0)=-7-x', (1.1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


2 2 ¥. 2 
FR ಪ ಮತು . y F 5Y3 ಮ್ತ 
4 12 ಫಷ 


3. y=ವಸ' ಮತ್ತು 6)=7-', (1,1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


3 2 
4. ೫-3೫) =-2 ಮತ್ತು 3xy-y' ಎ2 


5. y=2+3x ಮತ್ತು ೫433, (0,0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು y=3r +7x+4 ಮತ್ತು 


y= pe 3x” —8x-4 ಪರಸ್ಪರ fk 0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


ಗಣಿತ ವಿಜಾನ 


ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. ಹಾಗೂ ಸಾಮಾನ್ಯಸ್ಪರ್ಶಕದ ಮತ್ತು 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಲಂಬರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

V. y=6+x-x" ಮತ್ತು ೫೫-1) =೫+2 ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ 
(2. 4) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ ಹಾಗೂ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕ ಮತ್ತು ಸಾಮಾನ್ಯಲಂಬರೇಖೆಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


VI. ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ವವ ಮತ್ತು )? -16x ಪರಸ್ತರ 
a 
4 wih 
ಲಂಬಾತ್ಮಕವಾಗಿ ಛೇದಿಸಿದಾಗ 4 ಫ್‌: ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


VIL. y’=8Kx ಮತ್ತು ೫-2p ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬಾತ್ಮಕವಾಗಿ 
ಛೇದಿಸಿದಾಗ, p” =128* ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
> y? x” y” 

VII. —+—=1 ಮತ್ತು +೬ =1 ಪರಸರ ಲಂಬಾತ್ಮಕವಾಗಿ 
¥ ATE y: 


ಛೇದಿಸಿದಾಗ 4-b-=A೩-ಔ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
11.4 ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಉಪಲಂಬರೇಖೆ 
v=f(x೫) ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ನP(x.y) ಎಂಬ 
ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ PT ಸರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಗೌಸ 
ಲಂಬರೇಖೆಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಿರಿ (ಚಿತ್ರ 11.7). P ನಿಂದ ನಿನ್ನು -ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ 


ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಿರಿ. PIN =y ಆಗಿರಲಿ. 
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PY (ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಒಟ) 
dx 


5$7ಯನ್ನು ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು $ಸನ್ನು ಉಪಲಂಬರೇಖೆ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈಗ PS =y 


ST 
ಚಿತ 11.7 ರಿಂದ, ಲಂ! 
ಷಿ PS ¥ 
ST = PS -cotw 


y l I 
ST ‘“COly = ರ್ರ yr 
et tany dy/dx 


್ಸ dyldx 


ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ - 


dy/dx By 


ಉಪಲಂಬರೇಖೆ SN = ytany = y 
x 


(x1, ¥1) 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


p 
|. y'=2x+l ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ ಟೆ. 3) ಬಿಂ 
ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಮತ್ತು ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯ  ಉದ್ದಗಳನ್ನು 


ಮ ೮ 
“JUN 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
| y” =2x+1 
d d | 
ನಿಷ್ಣನ್ನಿಸಿದಾಗ, 2-2 ಎ 
dx i 


ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ 587-೨ 


(dy1 dx) (4.3) 
} 2 
=(3)" =9 
(1 ¥)|4 3 
ಉಪೆಲಂಬರೇಖೆ SN=y- 2 ಇ 
(4, 3) y 
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2. x=a(0-sin8), y=a(l-cos0) ಎಂಬರೇಖೆಯ 0= ಎಂಬ 


ಕ, 


೧ 


ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ಉಪಲಂಬರೇಖೆಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


y =a(l— cos 8) 


dy 
ನಿಷನಿಸಿದಾಗ, “=ಡ(sIn8 
ನ್ನ ಕಸ 


x=a(8-sin8) 


ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, £ = a(1 —cos8) 
a8 


dy _ady/ldd asin® 
dx dx1d8 a(l-—cos8) 


Moa 9 
2sIin —Cos— 
7 
Fp 9) 
2sin’ — 
, 
N 
ಕ್‌ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ, ST 


{dyl dx) 
2 
all-cos6)! _ 401-0) 
cot0/2 |p” | 
2 


dy 


X 


ಉಪಲಂಬರೇಖೆ $SN=y- 


SN =a(l —C0S [co 3 


= 


MM 


SN =a(l- 01) =a 
i ST=SN=a 
[ಕೊಟ್ಟಿರುವ ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಹೆಸರು ಸೈಕ್ಲಾಯ್ಡ್‌ (cycloid)] 
1೪೭? ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯು y ನಿರ್ದೇಶಕದ ಘನಕ್ಕೆ 
ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ವಿಷ್ಟನ್ನದ ಅನ್ವಯಗ' ಛು 


2 


xy =C 
nex pO 
2 -(-3] 
dx x 
d 
ಉಪಲಂಬರೇಖೆ SN=y- 2 -f-2) 
dx x; 
2 
SN =-— AY 
Xx 
2 
XNV=C DaA=— 
e y 
ಇದನು (1)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, SN = + 
ವ kk [27 ,) 
TEE) ( =-— k 
| , 


ನ SN oc y 
[ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಹೆಸರು ರೆಕ್ಟ್ರ್ಯಾಂಗುಲರ್‌ ಹೈಪರ್ಬೊಲಾ] 


Ro) 


pe ಖೊ ಬ 
ಬಲ ಎಏಐಮಃ 


y ರೇಖೆಯ ಯಾವ 
ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯು -.ರಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಬೇಕಾದರೆ ಗನ 


n 
y’ =a" 
N n—| dy | 
ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ, ವಾ 
dx 
dy a"! 
dx ny™”! 
d y 
ಉಪಲಂಬರೇಖೆ, SN= ಹ - 
dx 
n-—| 
a 
SN = yy p 
ne y" 
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3, 


n—! 


=y ಬ 
ಉಪಲಂಬರೇಖೆ ಓಂದು ಸಿ ರಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಬೇಕಾದರೆ SN=K 
n-—] 


i ನಾ yO SK WR 4 yO “ n= 


n 


ay’ =(x +b) ರೇಖೆಯ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ವರ್ಗವು 

ಉಪಲಂಬರೇಖೆಗೆ ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ನಾವು (87) « 8N ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. 

RST 


=K (ಒಂದು ಸಿರಸಂ ಖೈ) ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. 
[€3) 
P(x. y,)) ಯಾವುದಾದರೂ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ ಬಿಂದು. 


ay” =(x +b)” 


dy _Ix+h)y 


3 
dx 2ay 
dy a: +b) 
Axl; 2a, 
y 1 
ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ $7 = 
dyldx|, 


FE a SR 
an [3 
2ay 
ped 
2ay] 


3 xj +b)” 


ಆದರೆ ೩)? =(೫ +b)'ನ ನ್ನು ಆದೇಶಿಸಿದಾ 


3 
sR wy + b) 
3x, +b) 3 


44] 


| 4 
ಉಪಲಂಬರೇಖೆ, SN = y: 
X|, \ 
X]» ¥1) 


(3x +b) In +b) 
|! 2೩), 2a 


9° ; 


F =—= ಒಂದು ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆ. 
SN BA ¥by 21 
Ba c 


ಅಂದರೆ (ST) « SN 


6. ವ್‌ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ” ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ x ನಿದೇಶಕದಂತೆ 


ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ಅಂದರೆ 57 «ಎ x ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕು. ಈಗ 
- 4 


Wy =a 


d 2 
ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ, x 2y + EE 
We 


dy —3x"y” yy 
dx 2yx ¥- By 
"- ಉಪಸರ್ಶರೇಖೆ, 87 = 
y (dy1dx) 
y 2xy 2 
ke 
2x 
WA ST = Kx (K --3] 
ಅಂದರೆ SToex 
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ಅಭ್ಯಾಸ 11.3 
ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು 
ಉಪಲಂಬರೇಖೆಗಳ ಉದ್ದಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2 ೫ 
) Jy =—— ರೇಖೆಗೆ (1,1)ರಲಿ 
2-—x ಸ 


ii) x” +xy+y=7 ರೇಖೆಗೆ (1, -3) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
iii) y(6-x) =x ರೇಖೆಗೆ y=-3ರಲ್ಲಿ 


iv) =2 ರೇಖೆಗೆ y)-4ರಲ್ಲಿ 
ನ | ಹ 


v x —xy+y=7Nಗೆ(-1.2ರಲ್ಲಿ 
vi) x=acos 6. y=bsin’6ೆ 0-ರಲ್ಲ 
vii) y” =8ಔ8xಗೆ (2. 4)ರಲ್ಲಿ 


“i AEE Iya 4 3.4 Jie, 


y =4ax ಪ್ಯಾರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಯಾವುದಾದರೂ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಉಪಸ್ರರ್ಶರೇಖೆಯ ಉದ್ದವು xನಿರ್ದೇಶಕದ ಎರಡರಸಷ್ಟಿರುತ್ತದೆ 
ಹಾಗೂ ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯು ಒಂದು ಸೃರಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 

2 
7-1] ರೇಖೆಗೆ ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯ ಉದ್ದವು x ನಿರ್ದೇಶಕಕ್ಕೆ 
4 ುಪಾತೀಯದಾಗಿರುತ್ತೆದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


=a" ಡೇಖಿಗೆ ಉಪಸ್ತ ರ್ಶರೇಖೆಯ ೮ ಉದ್ದವು X ನಿರ್ದೇಶಕಕ್ಕೆ 
ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

yay ರೇಖೆಯ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ವರ್ಗವು 
ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯ . ಘನಕ್ಕೆ ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 
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6. y=be"'" ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ಒಂದು ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

7. ಯ” +b) =k ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯು x ನಿರ್ದೇಶಕಕ್ಕೆ 
ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

8. y=alog(x’ -a”) ರೇಖೆಗೆ ಉಪಲಂಬರೇಖೆ ಮತ್ತು 
ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ಮೊತ್ತವು ಆ ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ 
ಗುಣಲಬ್ಬಕ್ಕೆ ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

9 xy ರೇಖೆಗೆ ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ನೇ ಘಾತವು, 
ಉಪಲಂಬರೇಖೆಯ ಗನೇ ಘಾತದ ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 


11.5 ನಿಷ್ಟನ್ನ ಕಲನಾಂಕವು ಒಂದು ದರಮಾಪಕ 

y= (x೫) ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನವಾಕ್ಕವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ೫-೩ 
ಆದಾಗ ೪-=-f(0) ಮತ್ತು ೩-4+*h ಅದಾಗ safe 
ಆಗುವುದು. ೩ ಚರವು ೩aಯಿಂದ 0+*hಗೆ ಬದಲಾಯಿಸಿದಾಗ ೪ಚರವು 
f(a) ಯಿಂದ (0+ )ಗೆ ಬದಲಾಯಿಸಿದೆ. ey ಆದ ಬದಲಾವಣೆ 
fla+h)- f(a) ಮತ್ತು ನಲ್ಲಿ ಆದ ಬದಲಾವಣೆ a+h-೩-=॥ 
ಆಗುವುದು. 


Aas. mec: 
h ನೆಲ್ಲಿ ಆದ ಬದಲಾವಣೆ 


೨0 ಮಿತಿಯನು 2 ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, 


3] fash) fo 3 h L = f(a) 


f(a) ಬೆಲೆಯು ೩-೩ನಲ್ಲಿ ೪ [(೫)ನ ತಾತ್ಕಲಿಕ ಬದಲಾವಣೆಯ 
ದರ(ಣ)ವನ್ನು ಇ. 


ಅಂದರೆ pk (೫) ಎನ್ನುವುದು (ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ) ನ 
ತಾತ್ಕಾಲಿಕ RR ದರವನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 
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ವೇಗ ಮತ್ತು ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ 

ಒಂದು ವಸ್ತುವು ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಚಲಿಸುತ್ತಿರುವಂತೆ 
ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಇದು 0೩ ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಚಲಿಸುತ್ತಿರುವಂತೆ 
ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 0೦ ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಬಿಂದು. "! ಸೆಕೆಂಡುಗಳಲ್ಲಿ ವಸ್ತುವು 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿಯೂ, 1೬ರ ಸೆಕೆಂಡುಗಳ ತರುವಾಯ 0 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿರಲಿ. 
ವಸುವು Pಯವರೆವಿಗೆ ಚಲಿಸಿದ ದೂರ s ಹಾಗೂ 0)ಯವರೆವಿಗೆ ಚಲಿಸಿದ 


ದೂರ 548; ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 11.8). 


5405 


5 d= 
(Jp 
P(t) O(t+ ot) 
wa: #ES 
ಲ 
ಆಂದರೆ OP =, 0Q=s+0s ..- PQ=os 
೦ ಸೆಕೆಂಡುಗಳಲ್ಲಿ ವಸ್ತುವು 8 ದೂರವನ್ನು ಕ್ರಮಿಸಿರುತ್ತದೆ. 
a ಖಂ 2 
Os 
ಸಾದಾ ವಂಬುದು ಸರಾಸರಿ ವಿ ಗವನ್ನು ಕೊಡುವು ಸ್ರ 
9): 
0 ಬಿಂದುವು ? ಬಿಂದುವನ್ನು ಸಮೀಪಿಸ ುತ್ರಿದ್ದಂತೆ > 0೮ಗುವುದು. 
Os ds 
ಆದರಿಂದ Pನಲ್ಲಿನ ತಾತ್ಕಾಲಿಕವೇಗ, ವ 
4 ik ot dt 
ತಾತ್ಕಾಲಿಕ ವೇಗವನ್ನು Vಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
ds 
V=— 
dt 


ಇದೇ ರೀತಿ ತಾತ್ಕಲಿಕವಾ ಗಿ ಯ ವ್ಯತ್ಯಾಸದ ದರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದರೆ 
ನಮಗೆ ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ ಸಿಗುವುದು. ಜೇಗಹೀಜಔ(20೦೦1872ಂn)ವನ್ನು a 
ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ 
lim Ov_ dv 
ಹ M0 


ds \ d’s 5 
33] dt” 
dv. dvds 
a dd 
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1. a=v— 


a=0ಆದರೆ ವೇಗವು ಸ್ಥಿರವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1. ಒಂದು ವಸ್ತುವು ! ಸೆಕೆಂಡುಗಳ ತರುವಾಯ $ ಮೀಟರುಗಳ ಚಲಿಸಿದೆ 
ಮತ್ತು 5-1-31” +121 +10. 
1) ವೇಗ ಮತ್ತು ವೇ gp pis Se 2 ಸೆಕೆಂಡುಗಳ ನಂತರ 
i) ಮೇ ಗೋತ್ಕಷ eT D/A " ಇದ್ದಾಗ ಅದರ ಮೇಗ 
ii) ಮವೇಗೋ ತೃರ್ಷ ೧-0 ಆದಾಗ ವೇಗ ಮತ್ತು ಚಲಿಸಿದ ದೂರ 
iv) ವೇಗ = 9ಮಿ/ಸೆ ಇದ್ದಾಗ ಚಲಿಸಿದ ದೂರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಈಗ s=t —30”+127+10 


ಸು — 37 -6r+12 


WW 


He 
dt 
(1) 1=2 ಸೆಕೆಂಡುಗಳು ಇದ್ದಾಗ, 
ds 
ವೇಗ ವವ =30” —-61+12)_, 
dt|,_» ದಳ 
ಅಂದರೆ 'v=12-12+12 ~y =x ಬಿ. 
ds 
~ ತಹ ಕ್‌ ಇ — 
ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ ೩ 3 & 
=12-6=6ಮಿ/ಸೆ? 


(1) ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ = 12ಮಿ/ಸೆ? 
d”s 


ಕ್‌ =]2 
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ಅಂದರೆ 61-6 =12 => 6t=18 st =3 

1 =3ಸೆಕೆಂಡುಗಳಾದಾಗ 

d 

pr =31” —61+12 
dt ed f=3 


ie.v=30)° -60)+12 = 27-18+12=21ಮಿ/ಸೆ. 


(4111) -a =0 ಆದಾಗ 


0r-60=0 Or =6 1 =1 
Ad 

v=—] =37-6r+12_ =3-6+1259ಮಿ/ಸೆ 
dt t= ರ 

j= 3 +1241 


ie. s=1-3+12+10=20ಮಿ 


(iv) ವೇಗ = 9ಮಿ/ಸೆ. 


ಅಂದರೆ ಕ 
yt dt 
ie. 31” -6r +12 =9 
37” -6r+3=0 
ie. 1 -2+1=0 
ಅಥವಾ (t-1)” =0 “El 


s|_ = 3" +121+10 | =1-3+12+10=20ಮಿ. 


t=1 


. 


ಚಲಿಸುತ್ತಿರುವ ಒಂದು ಕಾರಿಗೆ ಬ್ರೇಕನ್ನು ಹಾಕಿದಾಗ, ಕಾರು 
ದೂರವನ್ನು : 1; ಸೆಕೆಂಡುಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ, 5-2೯-151 
- ಆಗಿರಲಿ. ಹಾಗಾದರೆ ಕಾರು ಯಾವಾಗ ನಿಲ್ಲುತ್ತದೆ? ಕಾರು ನಿಲ್ಲುವ 
ಮೊದಲು ಎಷ್ಟು ದೂರ ಚಲಿಸಿರುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಕಾರಿನ 
ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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ಈಗ ತs=2-15t (1) 
ಬ್ರೇಕನ್ನು ಹಾಕಿದಾಗ, ವೇಗವು 0 ಆಗುವುದು. 
4 

dt 


1.€. 


y ds 
(1)ನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ, PN 
hed ie. 3h A OE ಸೆಕೆಂಡುಗಳು. 
30 15 


ಅಂದರೆ ಸೆಕೆಂಡಿನ ನಂತರ ಕಾರು ನಿಲ್ಲುವುದು. 


4 
Cy 


ಸೆ ಇದ್ದಾಗ 5=25-151” 


I 
1=— 
15 


43)-) 


| | 
ಅಂದರೆ ಕಾರು ನಿಲ್ಲುವ ಮೊದಲು ಸ ಚಲಿಸಿರುತ್ತದೆ 
| ೨ 


Ned de 


Kk 
ಈಗ ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ ಹ್‌ +4 
dU dt 
ವೇಗ ೪-2-30 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


dv ಪಿ 
A ಮಿ/ಸು" 
dt 
3. ಒಂದು ಗೋಳದ ಮೇಲ್ಮೈ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 8 ಚ.ಸೆಂ.ಮೀ/ಸೆ. ನಂತೆ 


5 
ಹೆಚ್ಚುತ್ತಾ ಇದೆ. ಆ ಗೋಳದ ಗಾತ್ರವು 5 ಸೆಂ.ಮಿ. ಇದಾಗ 


ಗೋಳದ ತ್ರಿಜ್ಯ ಮತ್ತು ಗಾತ್ರವು ಹೆಚ್ಚುತ್ತಿರುವ ದರಗಳನ್ನು 
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ಗೋಳದ ತ್ರಿಜ್ಯ 7 ಆಗಿದ್ದು ಮೇಲ್ಮೈ'`ಏಸ್ತೀರ್ಣ8 ಮತ 
೭ [a ೬ಲೆ ಮ 
ಆಗಿರಲಿ. ನಮಗೆ ತಿಳಿದಿರುವಂತೆ 


5 =4nr" ಮತ್ತು V =n | 


ದತ ಕ 8 ಚ.ಸೆಂ.ಮಿ/ಸೆ Vs ೨೦೦ 


ಸ i 


d AV 
ನಾವು ಸ ಮತ್ತು ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕು. 
dt dt 4, 


$e 4ntr” 
ನಿಷನಿಸಿದಾಗ, 
p- 


ಅಂದರೆ 58m Ee 


4. ಒಂದು ವೃತ್ತಾಕಾರದ ಮಸಿಯ ಗುರುತು ಬ್ಲಾಟೆಂಗ್‌ ಪೇಪರ್‌ನ ಮೇಲೆ 
ವೃತ್ತಾಕಾರದಲ್ಲಿಯೇ ಹೆಚ್ಚುತ್ತಾ ಹೋಗುತ್ತಿದೆ. ವೃತ್ತದ ಸುತ್ತಳತೆಯು 
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{x 


ತ್ರಿಜ್ಯದ ದರ ಹಾಗೂ ಕ್ಲೇತ್ರಫಲದ ದರವನ್ನು 


(ವೃತ್ತದ ಸುತ್ತಳತೆ 4ಗಸೆಂ. ಆಗಿರುತ್ತದೆ.) 


ವೃತಾಕಾರದ ಮಸಿಯ ಶಿಜ 
"J he ಇ: ರ. 
ಸುತ್ತಳತೆ c ಆಗಿರಲಿ. 


2ntr = 4T 
ಅಥವಾ 1-2ಸೆಂ 
dc ಫ್ರಿ Ad? 
dt dt 
3= 2 , dr — 3 
dt dt 2n 
ಈಗ ಕೇತಘಫಲ A=" 
<A 
dt At 2n 
dA 
ಅಂದರೆ | -6ಿ ಚೆಂ ಮಿ/ಸೆ 
t 


25 ಅಡಿ ಉದ್ದದ ಒಂದು ಏಎಣಿಯನು ಒಂದು 


್ಧ 
ನ್‌ 


ಗೋಡೆಗೆ ವಾಲಿಸಿ 


ನಿಲ್ಲಿಸಿದರೆ ಅದರ ಎರಡು ತುದಿಗಳು ನುಣುಪಾದ ಗೋಡೆಗೆ ಆಲಿಸಿ 


ನಿಂತಿವೆ. ಏಣಿಯ ಕೆಳತುದಿಯು 5 ಅಡಿ/ಸೆ 
ಜಾರುತ್ತಿದ್ದರೆ ಅದರ ಮೇಲ್ತುದಿಯು ಯಾವ 


ದರದಲ್ಲಿ ಕೆಳಕೆ 


~ ಕ 


ಜಾರುವುದು ಎನ್ನುವುದನ್ನು ಏಣಿಯ ಕೆಳತುದಿಯ ಗೋಡೆಯಿಂದ 15 


ಆಡಿ ದೂರದಲ್ಲಿದ್ದಾಗ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


AB ಎಣಿ ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 11.9). A ಎನ್ನುವುದು ಕೆಳತುದಿ, 8 
ಎನ್ನುವುದು ಮೇಲ್ತುದಿ ಆಗಿರಲಿ. 08 ಗೋಡೆ. ೩ ಮತ್ತು ) ಎನ್ನುವುದು 
0ನಿಂದ ಏಣಿಯ ಕೆಳತುದಿ ಮತ್ತು ಮೇಲ್ತುದಿಯವರೆಗಿನ ದೂರವನ್ನು 


ಸೂಚಿಸಲಿ. 


ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


RE yi 38” 
೩=15೮ಆಗಿದ್ದಾಗ, y” 25-15? 
, 
y =625-2285 


y :<400 


X A 


ಚಿತ್ತ 11.9 
ಖಿ 


ಒಂದು ತಲೆಕೆಳಗಾದ ಶಂಕುವಿನ "ಆಕಾರದ ನೀರಿನ ಪಾತ್ರೆಯಿಂ 

ದರದಲ್ಲಿ ನೀರು ಸೋರಿಹೋಗುತ್ತಿದೆ. ಈ 

ಪಾತ್ರೆಯ ತಳ ವರ್ತುಲಾಕಾರ ಹೊಂದಿದ್ದು ತ್ರಿಜ್ಯ 4 ಸೆಂ.ಮೀ ಇದೆ. 
tad 


ನೀರಿನ ಮಟ ರಂಯೇ ನಮಗ ಸೋರುತ್ತಿರುವ ದರ 


“ಓಿ © 
ಎಷು 
ಉಬ್ಬು : 
ಒಂದು ಲಂಬ. ವರ್ತುಲಾಕಾರದ ಪಂಕುವಿನ ತಳದ ತ್ರಿಜ್ಯ KN, 
ಅದರ ಎತ್ತದವು ಗಿ ಆ ದ್ದರೆ, ಆ ಶಂಕುವಿನ ಗಾತ್ರವು 
ME, 
v=—nr"h 
ಆಗಿರುತದೆ. ಚಿತ 11.10ರಲಿ 
ಇ ee) 
B 
12 
ಚಿತ್ರ 11.10 
pS 0 ಭಿ 
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AB=4 ಸೆಮೀ. 0೩-12 ಸೆ.ಮೀ, 0X -ಡ ಮತ್ತು XY 
N°OXY |" A°OAB 


LA ಅಥವಾ r=-॥ 
 ¥) 
h” Th” 
v=-n—-h=— 
27 
ಈ 
LF 
T 


ಇದು h ಮತ್ತು vಗಳಿಗಿರುವ ಸಂಬಂಧವನ 
p) y F 
ES 


A 


dt Th” dt 


ಬಕದಿವ ಮಟದ: ಮತು ವೇಗದ ಹತ: ಬೆಲೆಗಳು 
| p- ಖಿ 

dh dh 9) 2 

=f heb ವಾ =~ ಸೆ.ಮೀಗನಿ 

dt dt 1-36 T 

> 
ಆದ್ದರಿಂದ, ನೀರಿನ ಮಟ್ಟ - ಸೆಂ.ಮೀ./ನಿ. ದರದಲ್ಲಿ ಇಳಿಯುತ್ತಿದೆ 
nd T p) 


26 ಅಡಿ ಉದ್ದದ ವಿಣಿಯು ಒಂದು ಗೋಡೆಗೆ ವಾಲಿಸಿ ನಿಂತಿದೆ. 
ಅದರ ಇನ್ನೊಂದು ತುದಿಯು ಕ್ಷಿತಿಜದ ಮಟ್ಟದಲ್ಲಿ ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ 
ಅಡಿಗಳಂತೆ ಜಾರುತ್ತಿದೆ. ಏಣಿಯ ಕೆಳತುದಿ ಗೋಡೆಯಿಂದ 10 ಅಡಿ 
ಇದ್ದಾಗ (4) ವೇಗ, (ರ) ಏಣಿಯ ಮೇಲ್ತುದಿಯ ವೇಗೋ ಸಷ 
ಇವುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 


(99) 


ಗೋಡೆಯ ತಳಭಾಗದಿಂದ ಏಣಿಯ ಎರಡು ತುದಿಗಳಿಗಿರುವ ದೂರವು 


x ಮತ್ತು y ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 11.11) 


x” + y” = 26° el) 
ಕಾಲಸೂಚಿತವಾದ ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ (1)ನ್ನು ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ 
Ke + ನ =0) (2) 

dt dt 


ಗೇಣೆತ ವಿಜಾನ 
ಕಾ 


ಆದಾಗ, }y=-24 ಆಗುವುದು. 
ಈ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು (2)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


(10)3 + 24 1) 
dt 


OE 
A ಚಿತ್ರ 11.11 
5 


ಆದ್ದರಿಂದ ಏಣಿಯ ಮೇಲ್ಭಾಗವು ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ ಅಡಿಗಳ ದರದಲ್ಲಿ 


ಕೆಳಭಾಗದ ಕಡೆಗೆ ಚಲಿಸುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲಿ ಗಮನಿಸಬೇಕಾದ ಅಂಶವೆಂದರೆ 


dy 


೫ ಯ ಬೆಲೆ ಯುಣಾತ್ಮಕವಾಗಿ ಇರುವುದರಿಂದ, 1 ಹೆಚ್ಚಾದಂತೆ 1 
dt pt , 
ಬೆಲೆಯು ಕಡಿಮೆಯಾಗುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ, ಏಣಿಯ ಮೇಲ್ಲಾಗವು 


ಹಿ 


ಳಭಾಗದ ಕಡೆಗೆ ಜಾರುತ್ತದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 11.4 


ಒಂದು ವಸ್ತುವು ಸರಳರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಚಲಿಸುತ್ತಾ 1 ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 


— ಲ್‌ — 3 pS 
ದೂರ ಚಲಿಸುವುದು ಮತು Sd aE 
sa 

ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷವು 12ಮೀ/ಸೆ" ಆಗುವ ಕಾಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಆಗ ವಸುವಿನ ವೇಗವೆಷು? 

pe ೮3 
6 ಅಡಿ ಎತ್ತರ ಇರುವ ಮನುಷ್ಯನು 4ಮೈ/ಗಂಟೆಯ ವೇಗದಲ್ಲಿ 
ಕಿತಿಜಾಕದಲಿ ಒಂದು ದೀಪದ ಕಂಬದಿಂದ ದೂರ ನಡೆಯುವನು. 20 


wR ಎತ್ತರದ ಕಂಬದ ದೀಪದಿಂದ ಕ್ಲಿತಿಜಾಕ್ಷದಲ್ಲಿ ಉಂಟಾಗುವ ಆತನ 
ನೆರಳಿನ ಉದ್ದದ ಬದಲಾವಣೆಯ ದರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಒಂದು ಗೋಳದ ವ್ಯಾಸವು 10 ನಿಮಿಷಗಳಲ್ಲಿ 4 ಅಂಗುಲಗಳಿಂದ 12 
ಅಂಗುಲಗಳಿಗೆ ಹೆಚ್ಚುತ್ತದೆ. ಆದಾದ ನ ನಿಮಿಷಗಳ ನಂತರ 
ಉಂಟಾಗುವ ಗೋಳದ ತ್ರಿಜ್ಯ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ತ್ರಿಜ್ಯವು ಯಾವ 


ದರದಲ್ಲಿ ಹೆಚ್ಚುತ್ತಾ ಇದೆ? 
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ಒಬ್ಬ ಮನುಷ್ಯನು 4ಮೈೈೆ/ಗಂಟೆ ದರದಲ್ಲಿ 80 ಅಡಿ ಎತ್ತರದ ಒಂದು 
ಗೋಪುರದ ಪಾದದ ಕಡೆಗೆ ನಡೆಯುತ್ತಿದ್ದಾನೆ. ಪಾದದಿಂದ 60 ಆಡಿ 
ದೂರದಲ್ಲಿ ಯಾವ ದರದಿಂದ ತುದಿಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತಿದ್ದಾನೆ? 
ಮೇಲ್ಮುಖ ಪಾದ 8 ಅಂಗುಲ ಮತ್ತು ಆಳೆ 12 ಅಂಗುಲ ಇರುವ 
ಶಂಕು-ಆಕೃತಿಯ (ಕಾನಿಕಲ್‌) ಪಾತ್ರೆಯೊಳಗೆ ಒಂದು ದ್ರವವನ್ನು 10 
ಅಂಗುಲ/ಸೆ.ನಂತೆ ಸುರಿಯುತ್ತಿದೆ. 9 ಅಂಗುಲದವರೆಗೆ ಪಾತ್ರೆ 
ತುಂಬಿದಾಗ ಎಷ್ಟು ವೇಗ ಮತ್ತು ವೇಗೋತೃರ್ಷದಿಂದ ದ್ರವದ ಮಟ 
ಪಾತ್ರೆಯಲ್ಲಿ ಹೆಚ್ಚುತ್ತಿದೆ? 

ಒಂದು" ಗೋಳದ ಮೇಲ್ಮೈ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 8 ಚ. 
ಹೆಚ್ಚುತ್ತಾ ಇದೆ. ಆ ಗೋಳದ ಗಾತ್ರವು 500 ಘ.ಸೆಂ. 
ಗೋಳದ. ತ್ರಿಜ್ಯ ಮತ್ತು ಗಾತ್ರವು ಹೆಚ್ಚುತ್ತಿರುವ ದರಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಒಂದು ವೃತ್ತಾಕಾರದ ಮಸಿಯ ಗುರುತು ಬ್ಹಾಟಿಂಗ್‌ ಪೇಪರ್‌ ಮೇಲೆ 


ದೊಡ್ಡದಾಗುತ್ತಾ ಇದೆ ಮತ್ತು ! ಸೆಕೆಂಡ್‌ನಲ್ಲಿ 1-20 -- 
ಸೂತ್ರದಿಂದ ತ್ರಿಜ್ಯವು ತಿಳಿಯುವುದು. 1 =4ಸೆಕೆಂಡ್‌ಗಳು ಆದಾಗ 
ವೃತ್ತದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣದ ದರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಒಂದು ಗೋಳಾಕಾರದ ಬೆಲೂನಿನ ಗಾತ್ರವು ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ 10ಘ.ಸೆಂ.ಮೀ. 
ಆದಾಗ, ಬೆಲೂನಿನಂತೆ ತ್ರಿಜ್ಯವು ಯಾವ ದರದಲ್ಲಿ ವೃದ್ಧಿಯಾಗುತ್ತದೆ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಒಂದು ಉರುಳೆಯ (ಸಿಲಿಂಡರಿನ) ತ್ರಿಜ್ಯವು ನಿಮಿಷಕ್ಕೆ 2 ಮೀಟರ್‌ನಂತೆ 
ಏಕಪ್ರಕಾರವಾಗಿ ವೃದ್ಧಿಯಾಗುವುದು. ಎತ್ತರವು 20 ಮೀಟರ್‌ ಮತ್ತು 
ತ್ರಿಜೃ್ಯವು 10 ಮೀಟರ್‌ ಗಳಾಗಿದ್ದಾಗ ಸಿಲಿಂಡರಿನ ಗಾತ್ರವು ಯಾವ 


ದರದಲ್ಲಿ ವ್ಯತ್ಯಾಸವಾಗುವುದೆಂದು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಇರುವ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. ಚಲಿಸಲು ಪ್ರಾರಂಭವಾದ 5 
ಸೆಕೆಂಡುಗಳ ಅಂತ್ಯದಲ್ಲಿ ವಸ್ತುವಿನ ವೇಗ ಮತ್ತು ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. . ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ ಸೊನ್ನೆಯಾದಾಗ ವೇಗ ಎಷ್ಟು? 
ವೇಗ ಸೊನ್ನೆಯಾದಾಗ ವೇಗೋತ್ಕರ್ಷ ಎಷ್ಟು? 


ಒಂದು ವಸ್ತುವು 1 ಸೆಕೆಂಡುಗಳಲ್ಲಿ s ಮೀಟರ್‌ ಚಲಿಸಿದರೆ, 5sಗೂ 1ಗೂ 


ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


a 5=210 —36r” +500-35 


ಈ 
5 — 3° 


f 
— I0cos— 


d 5=20-5t+7 


11.6 ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳು 
11.6.1 ವೃದ್ಧಿಸುವ ಮತ್ತು ಕ್ಷೀಣಿಸು ಣ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 


ಚಿತ್ರ 11.6.1 ಚಿತ್ರ 11.6.2 


ಚಿತ್ರ 11.6.1ರಲ್ಲಿರುವಂತೆ ೪ = (೪) ಎನ್ನುವ ಒಂದು ಉತ್ತನ್ನವಾಕ್ಯ್ಕವನ್ನು 


1 4 ೩ 
ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. P(x. ೪) ಎನುವುದು 1(%) ಮೇಲಿನ ಯಾವುದಾದರೂ 
pe) ು) 
ಒಂದ್‌ Be Xx ವೃದ್ರಿ ಸುತ್ತಾ ಹೋದಂತೆ, ೪ ವೃದಿಸುತ ದೆ. 
- ಡೆ 
ನಲ್ತಿವ ಸ್ಪರ್ಶಕವು ಧನ x-ಅಕ್ಷದಲ್ಲಿ W ಕೋನವನ್ನುಂಟುಮಾಡಲಿ. 
P dy ಖೆ A fg se RS ES 
— =tany = ಧನಬೆಲೆ. *ಹೆಚಿ ದಂತೆಲ್ಲ್ದಾ, ೫ಹೆಚುತಾ ಹೋಗುವುದು 
dx ye ವ A 
K dy ೨ ee ಗಿ A 
ಆ 7» ಧನಬೆಲೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. ಚಿತ್ರ 11.6.2ರಲ್ಲಿಇರುವಂತೆ, 
dx | 


xಹೆಚಿ ದಂತೆಲ್ಲಾ yಕಡಿಮೆಯಾಗುತಾ ಹೋಗುತ್ತದೆ. ?P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ 
(2; E. ಮ ಮು ~ 
ಸ್ಪರ್ಶಕವು ಧನ -ಅಕ್ಷದಲ್ಲಿ ೪ ಕೋನವನ್ನುಂಟು ಮಾಡಿದಾಗ, 
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d 
ನ =tany ಖಯಣಬೆಲೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. ೫ಹೆಚ್ಚಿದಂತೆಲ್ಲಾ yಕಡಿಮೆಯಾಗುತ್ತಾ 
dx | 


ಹೋಗಿ ಯಣಬೆಲೆಯಾಗುವುದು. 


ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ) ಕಡಿಮೆಯೂ ಆಗದೆ ಹೆಚ್ಚೂ ಆಗದೆ ಇದ್ದರೆ ಆ 
ಬಿಂದುವನ್ನು ಸ್ಟಾಯೀಬಿಂದು ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಇಂತಹ 2 ನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ 


ರೇಖೆಯು *-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಂತರವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಮತ್ತು 


11.6.2 ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ ಥೆ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಸ ಬೆಲೆಗಳು 


y= f(x) ಒಂದು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಉತ್ಪನ್ನವು ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 
ಬೆಲೆಯವರೆಗೆ ಹೆಚ್ಚುತ್ತಾ ಹೋಗಿ ನಂತರ ಕಡಿಮೆಯಾಗುತ್ತಾ ಹೋಗುತ್ತದೆ 


ಈ ಉತ್ಪನ್ನದ ಬೆಲೆಯನ್ನು "ಗರಿಷ್ಠಚೆಲೆ' ಎನ್ನುವರು. ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ 
ಉತ್ಪನ್ನವು ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ. ಬೆಲೆಯವರೆಗೆ ಕಡಿಮೆ ಸಾ ಹೋಗಿ 
ನಂತರ ಹೆಚ್ಚುತ್ತಾ ER ಉತ್ಪನ್ನದ ಈ ಬೆಲೆಗೆ ' ಕವಿಷ 
ಎನ್ನುವರು, 


ಚಿತ್ರ: 11.6.3ರಲ್ಲಿ . y= f(x) ಎಂಬ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಉತ್ಪನ್ನವು 
A ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯನ್ನೂ ಮತ್ತು ಔ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಕನಿಷ್ಠ 
ಬೆಲೆಯನ್ನೂ ಹೊಂದಿದೆ. ಸಿಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ೫ನ ನಿರ್ದೇಶಕ "೩' ಆಗಿದ್ದರೆ, 
yನ ನಿರ್ದೇಶಕ (4) ಆಗಿರುವುದು. ಸನ ಸಮೀಪ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 
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» ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಿಗಿಂತ (0) ಹೆಚ್ಚಾಗಿ ಇರುವುದು. f(4)> f(a+h) 
ಮತ್ತು (4) > f(0-ಡ) ಆಗಿರುವುದು. (ಗ ಎನ್ನುವುದು ಧನಾತ್ಮಕ ಸಣ್ಣ 
ಚರಸಂಖ್ಯೆ). ಆದ್ದರಿಂದ (೫) ಉತ್ಪನ್ನವು ೫=೩ನಲ್ಲಿ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯನ್ನು 
ಹೊಂದಿರಬೇಕಾದರೆ, f(4a)> f(a+h) ಮತ್ತು NMS 
ಆಗಿರಬೇಕು. 


ಉತ್ಪನ್ನವು ಗರಿಷ್ಟ ಅಥವಾ ಕನಿಷ್ಠ ಆಗಿರಲು ಷರತುಗಳು 
© © ನ 


A ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 8f(೫) ಉತ ವು ಗರಿಷ್ಟ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿರಲಿ. 
ಗAಿನಲ್ಲಿನ ೩ ನಿರ್ದೇಶಕ "೩' ಆಗಿರಲಿ.  f(0a)>f(a+*h) ಮತು 

[ee p 
f(a)> f(a-h). B ಮತ್ತು €C ಬಿಂದುಗಳು. ಸಯ ಎಡ ಮತ್ತು 
ಬಲಭಾಗದ ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ. ನಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶಕವು ಧನ -ಅಕ್ಸದೊಡನೆ 


೯ 


0 
Ww ಕೋನವನ್ನೂ, C ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶಕವು ೪, ಕೋನವನ್ನುಂಟು 


d hy 
ಮಾಡಲಿ. ಔನಲ್ಲಿ ೨ ಎಒಗಳ, (ಧನಬೆಲೆ), €ನಲ್ಲಿ ಟಗಳ, 
ಬಾ ai 
(ಯಣಬೆಲೆ). ೩ನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕವು ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವುದ 
d 
ರಿಂದ ೨ =0. ಈಗ ಯು ಧನಬೆಲೆಯಿಂದ ಯಣಬೆಲೆಗೆ x 
dx dx 
dh 
ಹೆಚ್ಚಿದಂತೆಲ್ಲಾ ಕಡಿಮೆಯಾಗುತ್ತಾ ಹೋಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ನ ನಿಷ್ಪನ್ನ 
N 
d”y 
SY ಬೆಲೆಯು ೩ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಯಣ ಬೆಲೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
dx” 
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|. ಆದರಿಂದ ೫-೩ನಲ್ಲಿ ೫- (೫) ಗರಿಷ್ಠವಾಗಿರಲು ಇರಬೇಕಾದ 


2 
() 2 <0 (ಯಣಬೆಲೆಯಾಗಿರಬೇಕು) 
dx 


2. ಹೀಗೆಯೇ ೫-ನಲ್ಲಿ y=f() ಕನಿಷ್ಠವಾಗಿರಬೇಕಾಗಿರಲು 
ಷರತ್ತುಗಳು: 


(1) ಎ ಮತ್ತು (11) _ >0 
d NX aX 
ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ಬೆಲೆಯು ಉತ್ಪನ್ನದ ದೊಡ್ಡಬೆಲೆ ಆಗಿರಬೇಕಾಗಿಲ್ಲ. 
ಅದೇರೀತಿ ಕನಿಷ್ಟಬೆ 2 
ಅನೇಕ ಗರಿ ಮತ 


pe ಹ 

ರಿಷ್ಟ W) 
- ಗೆ ಗೆ be ಣೆಲೆಗಛು pe ಹಾ ಎಕ್‌ ವಾ J — 
ಹಾಗೂ ರಿಷ್ಟ WONಗಳಹಳ ISIE ವಾಗಿರುತ್ತದಿ. 


LY 
[618 
© 
el 
38 
6 
al 
ಲ್ಲ 
el 
tl 
«) 
(0) 
Y, 
UL 

¢ > 

el 
ಹೆ) 

Ul 

[e 8 

0 

b: 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
|. 2x 12x +18x%+1 ಉತ್ಪನ್ನವು ೩-0.2ಗಳಲ್ಲಿ ವೃದಿಸು: 
ಕ್ಷೀಣಿಸುವುದು ಮತ್ತು 1-3 ಸ್ಥಾಯಿ 
FE 2X 1218 


f(x) =6x -24x+18 
x=0 ಆದಾಗ, f'(0)=18>0 


x=0ಪನಲ್ಲಿ f(x) ವೃದ್ರಿಸುವುದು. 
=2 ಆದಾಗ, f'(2)=6(2)” -24(2) +18 


=24-48418=-6<0 
454 Kr ನಲ್ಲಿ ಕ್ಷೀಣಿಸುವುದು 


೫-3 ಆದಾಗ, f'3)=6(3)? -24(3) +18 
=54-'72+18=0 
೩=3ನಲ್ಲಿ f(x) =0ಆ೮ಗಿ x=3 ಸ್ಥಾಯೀಬಿಂದುವಾಗಿರುವುದು. 
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2. ೫ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗೆ ೫'-6೫' -36x+7 ಎಂಬ ಉತ್ಪನ್ನವು (೧ 
ವೃದ್ಧಿಯಾಗುವುದು (i1) ಕ್ಷೀಣಿಸುವುದು ಎಂದು ನಿರ್ಧರಿಸಿ. 
fx=x -6x"-36x+7 


FN 3 “12x36 
=3(x" —-4x-12) 


=3(x-0)(x+ 2) 


pS 


(1) x<-2 ಆದಾಗ ೬ನ ಬೆಲೆಯು -ಂಮತ್ತು -2ಗಳ ನಡುವೆ 
ಇದ್ದಾಗ (x42) ಮತು (1-6) ಎರಡೂ ಯಣ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗುವುವು. 


— 


ಆದ್ದರಿಂದ f'(4)>0, ಆಗುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ f (x) ವೃದ್ಧಿಯಾಗುವುದು. 


(1) ೫ನ ಬೆಲೆ -2ಕ್ಷಿಂತ ಜಾಸಿ ಇದ್ದು 6ಕ್ಲಿಂತ ಕಡಿಮೆ ಇದರೆ 

[e7 — ಈ) [e) (ಈ) 

—— PY df ~~) ವೆ po ಈ 

x೬2 00 ಆಗುವುದು. ನೀ ೩0 ಆಗುವುದು. ಆದರಿಂದ 


dx 


(0) ಕ್ರೀಣಿಸುವುದು. 


(nl) x>6 ಆದರೆ (x-60) ಮತ್ತು (೫+2) ಎರಡೂ ಧನಸಂಖ್ಯೆ 


d 
ಆಗುವುದು 0 ಆದರಿಂದ f(x) ವೃದಿಸುವುದು 
X 3 hi 
1 
(Vy x=6 ಅಥುವಾ ೩-2೭2 ಆದಾಗ pe y ಸಂಯಿೀ 
¥ hd 
ಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಇವುಗಳನ್ನು ತಿರುಗಣೆ ಬಿಂದುಗಳು ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ 


3. ಕೆಳಗಿನ ಉತನಗಳಿಗೆ ಗರಿಷ ಮತು ಕನಿಷ . ಬೆಲೆಗಳನು 
WwW <4 [o) 2 [0) ಲ್ಕ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


(i) x -12x+5 
y=x —12x+15 ಇರಲಿ. 


SE SY dy irik) 
dx dx” 
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) 
» ಗರಿಷ್ಟ ಅಥಾವ ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಹೊಂದಬೇಕಾದರೆ -- 0 


bh 4 
ಆಗಬೇಕು. 
3x” -12=0 
ಅಂದರೆ, x= 
bg 
ಸ=2ನ್ನು (1)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 
dy 
— =12>0 

dx” 

ಸಜ2. ಬದುವಿನಲ್ಲಿ y ಕನಿಷ ಬೆಲೆಯನು 

[a 4 [d ೩ 
ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. 
y =x 12x45], =8-2445=-11 
್ಸ=-2ನ್ನು (1)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 
dy 
———=0K-I=-120<0 
dx” 
್ಗ=-2ನಲ್ಲಿ ೪ಗರಿಷ್ಟ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ 
MH =-2 1-245 =-8424+5 
Y nog =21 
(WUE 


dy Ws 

Fee a 

dx 

g ಈ =-—x(-e"*)+e "(—D+e*(—1) =xe"* —2e" 
dx” 


ನಿಷ್ಪ್ಟನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ ಅಥವಾ ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗೆ ಸಾಮಾನ್ನ ಷರತು D0 
[o) [o) ಶಿ a 


xe" +e =0 


ಅಂದರೆ e(—x+1)=0 
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(111) 


"; A 
೩=1ಮು 5 ನಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 
Ms 
dy ಸ K 4 
—=e1-2e\l=-e'=—<0 
Ux: e 
”=1ರಲಿ ೪ಗರಿಷ ಬೆಲೆ ಹೊಂದಿರುತದೆ 
er 
Y nog = ಲ'=— 
ಸ © 
oy 


y= ಆಚಗಿರನ್ನೆ 


log vy =xlogx 


| dv FY 
i] — +108 
Vv dx KX ) 
2 ಹಾ yll + log x] =” [+ log x] 
dx 
2 / 
d =x"! A 
dx” \ x) 


—— =), ಕನಿಷ ಅಥವ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ ಹೊಂದಲು ಬೇಕಾದ ಷರತ್ತು. 


[0] [0] 


y+ log x)= 0 log, x=-1 


PR 
=e =— 
© 
WE 2 ನಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ a. _ >0 ಗುವುದು 
e dx” £ 
ನಲ್ಲಿ y ಬೆಲೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿರುವುದು 
e 
4 
LN 
Se ER 
y e 
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4, ಎರಡು ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಮೊತ್ತ 48, ಅವುಗಳ ಗುಣಲಬ್ರ 

ಗರಿಷ್ಟವಾಗಬೇಕಾದರೆ ಆ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಎರಡು ಸಂಖ್ಯೆಗಳು x ಮತ್ತು y ಆಗಿರಲಿ. 
x+y=482y=48-x 

ಗುಣಲಬ್ರ P ಆಗಿರಲಿ. 


P= xy 
ಅಂದರೆ P=x(48-x) (yd) 
P=48x-—x" 
CL SEE 
dx dX” 
dP 
Pಯು ಗರಿಷವಾಗಲು ಆವಶ್ಯಕ ಷರತು 0 
p “| 
48-2x=0 
xed 
vV=48-24=24 


ಎರಡು ಸಂಖ್ಯೆಗಳು 24, 24. 


5. ವ ಗಂಷ್ಠ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, ೩>0. 
y 
pa ಆಗಿರಲಿ. 
X X 
I 
x| — |-logx 
dy (1) 1-logx 
dx y* 
sf 1 
R {~2)-(1- og v)2x 
dy 
dx y* 


Re A 408 —3x+2xlogx 
X 
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| d 
y ಗರಿಷ್ಠವಾಗಲು ಆವಶ್ಯಕ ಷರತ್ತು --0 


ಸ 
Be 
1” ನನ ಎಸ = l-log,x=0 
2 


ಅಂದರೆ 108, x =1 NR ERE 


೫x=eಯನು ನಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ, 
ಲ dx” ಥ್‌ 
NX 
A 
TE 
Xx €: e 
ಆದರಿಂದ ೫x ನಲ್ಲಿ ೪ಯು ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿರುತ್ತದೆ. 
[ ne © ( 
| lOg,e 1 
yk ವ 
“$ - © © 
ಒಂದು ಆಯತವನ್ನು ವೃತ್ತದಲ್ಲಿ ಅಂತರ್ಲೇಖಿಸಿ, ಅದರ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು 
ಗರಿಷ್ಠವಾಗ "ಕಾದರೆ ಅದು ಚಚ್ಚೌಕವಾಗಿರಬೇಕು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


0 ನಿಂದ OM ಲಂಬವನೆಳೆಯಿರ 
ಚಿತ್ರ (11.6.5). 

“ OMM=y,MB=x 

“ OB°=OM’ +MB° 


ಸ 7 7 


LE CN 


ಚಿತ್ರ 11.6.5 


ಅಥವಾ y” MN ~¥: 
0 y= Vr x" 
Aಿ ಆಯದ ವಿಸ್ಲೀರ್ಣವಾಗಿರಲಿ. 


AEC) 
A=4xy 
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d R 
ಸAಿಗರಿಷವಾಗಿರಬೇಕಾದರೆ, ಲ ಹ 0 
ಈ dx 
4(r> —2x°)=0 


p > 2 po, 
ಅಂದರೆ gid =D" * X ——— 


7. r-ತ್ರಿಜ್ಯವುಳ್ಗೆ ವೃತ್ತವನ್ನು ಒಂದು ಸಮದ್ರಿಬಾಹು ತ್ರಿಭುಜದಲ್ಲಿ 
ಅಂತರ್ಲೇಖಿಸಿದರೆ ಅದರ ಕನಿಷ್ಠ ಸುತ್ತಳತೆಯು (6/3): ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ 


ಸಂಧಿಸಲಿ (ಚಿತ್ರ 11.6.6). ( 
ಯಿಂದ ಎಳೆದ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು 


A 
Pನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕವನ್ನು ಔB ಮತ್ತು 
C ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಿದಾಗ ABC ತ್ರಿಕೋಣವು 
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ಉಂಟಾಗುವುದು. 0A = ಆಗಿರಲಿ. ೩೫೨1, 0L =r ಬಾಹು ಡ8ಔಗೆ 


ಲಂಬವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 


AL=0A’ —OL 
ie. AL=Ax"-r° 


BP = AP tan BAP 


= APtan LAO 
A 
AL PORE 


ABC ಸುತ್ತಳತೆ 5 ಆಗಿರಲಿ. 
s=AB+BC+CA 


= AB+AC+ BC 
=2AB+2BP 
= 2(AL+ LB) + 2BP 
=2AL+4BP (:: LB = BP) 
— ಈ, x” uy ENT 
a 

ವ 2x +r)” 

Lp 


ds ಹಿ 2x + rx y —X(Xx+ r)” (x tp EN 


dx (Sry 


CT; r(x” —xr-=2r”) 


Xr 
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sl) 


405 


ಪ 


ಆದ್ದರಿಂದ By ಆಗಬೇಕಾದರೆ, ಸx--r ಅಥವಾ ೫-2೯ ಆಗಿರಬೇಕು. 


dX 


ಆದರೆ *--r ಆಗುವುದಿಲ್ಲ. .. ೩-27 ಇದನ್ನು (1ರಲ್ಲಿ ಹಾಕಿದರೆ 


= 


8. 


466 


643 r ಬರುವುದು. 


ನ NN 


ಒಂದು ಲಂಬಕೋನ ತ್ರಿಕೋಣದ ವಿಕರ್ಣ ಮತ್ತು ಒಂದು ಬಾಹುವಿನ 


ಮೊತ್ತ ಸಿರ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದೆ, ತ್ರಿಕೋಣದ ವಿಸ್ನೀರ್ಣ 

ಈ he” 
ಗರಿಷ್ಟವಾಗಬೇಕಾದರೆ ಈ ಎರಡು ಬಾಹುಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ 
Tt 


Ke ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ABC ಒಂದು ಲಂಬಕೋನ ತ್ರೀಕೋಣದಲ್ಲಿ ಸACವಿಕರ್ಣ 
ಆಗಿರಲಿ ಮತ್ತು ಒಂದು ಬಾಹು ॥ ಆಗಿರಲಿ. ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ 
ಕೋನ 8 ಆಗಿರಲಿ (ಚಿತ್ರ 11.6.7). 
x*y=K (ಒಂದು ಸ್ಪಿರಸಂಖೈೆ) 
y=K-x V 


#7 AB=VAC’-—BC"” 


Ke: AB=.|y -x B f 3 
=4/(K x) x” ಚಿತ್ರ 11.6.7 


= RE kx 
ತ್ರಿಕೋಣ ABC ಯು ವಿಸ್ತೀರ್ಣ A=ZAB BC 
A=SAVK 2k: 
ea p 
ಫಾ RPE Te EEG 
dx 2 VK’ —2Kx 


EK 
೧ 


K°-3Kx 
JK?—2kx | EE] 


ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


ಸಿಯು ಗರಿಷ್ಟವಾಗಬೇಕಾದರೆ, ಎ =0 
k dx 
K’°-3Kx=0 jie. K(K-3x)=0 
p | 
\ Pa A) 


¥ 
K13 1 p 4 
cos0 =— => cos0=— 
A RE RG, 2 
O=— 
೧ ~ ಅಗಿನ ಲೆ( ೭ನ ನಪ ಎನ ಮಯ 2M ನರೆ 
ಹಂಜ ಉರುಳ(ಸಿಲಂಡರ )ಂಶಿ Me a ತ್ರಿಜ್ಯವುಳ್ಳೆ ಗೋಳದಲ್ಲಿ 
ಅಂತರ್ಲೇ ಖಿಸಿದು ಅದರ ಗಾತ್ರ ಗರಿಷವಾದಾಗ, ಉರುಳೆಯ ಎತ್ತರ 
Ww A [0] 


ಸಿಲಿಂಡರಿನ ಗಾತ್ರ V ಆಗಿರಲಿ. 
sn V=nr (2h) 


= 2nr°h 


V =2nh(a’ —h") ಚಿತ್ರ 11.6.8 


ಅಂದರೆ V=2n(a”"h-h) 
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dV V 
dh 
d” V 


= 2n(a’” 3h” ) 


= 27(—6h) = —12nh 


ಅಭ್ಯಾಸ 11.5 
|. ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳಿಗೆ ಗರಿಷ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಪ ಬೆಲೆಯಮ 
[೪] [0] 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
36-20 
(BALSA + 120+7 
ES 
(d)-— 8x —15x" +10x° 

(¢ 2x EIK -36x+10 


tw 


y=sinx+€೦5s2x ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳ ಬಗೆಗೆ 

ಚರ್ಚಿಸಿ. 

3. ಎರಡು ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗುಣಲಬ್ರ 100. ಅದರ ಮೊತ್ತವು 
ಕನಿಷ್ಠವಾ TE ಆ ಎರಡು ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

4. ಒಂದು ಲಂಬಕೋನ ತ್ರಿಕೋಣದ ವಿಕರ್ಣದ ಬೆಲೆಯು ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 

ಅದರ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು ಗರಿಷ್ಠವಾಗಬೇಕಾದರೆ ತ್ರಿಕೋಣವು ಸಮದ್ದಿಬಾಹು 

ತ್ರಿಕೋಣವಾಗಬೇಕು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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೨. ವೃತ್ತದ ಕ್ಷೇತಫಲ ಮತು ಚಚೌಕದ ಕೇತಫಲದ ಮೊತ್ತವನು 
ವ ಸ ಎ £1 


K ಭ್‌ ; ವಾ ಚ 
ದೆ ¢ 9 [a 
ಕೊಟ್ಟಿದೆ. ಅವುಗಳ ವಿಸೀರ್ಣದ ಮೊತ್ತವು ನಿಷ್ಟವಾಗಬೇಕಾದರೆ, 
ಚಚ್ಚೌಕದ ಬಾಹುವು ವೃತ್ತದ ವ್ಯಾಸಕ್ಕೆ ಸಮವಾಗಿರಬೇಕು ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ 


6. ೫x ಮತ್ತು ಭyಕೊಟ್ಟಿರುವ ಎರಡು ಸಂಖ್ಯೆಗಳು, ೩>0 ಮತ್ತು ಖಗ! 
ಹಾಗೂ ೫+) ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿದೆ. ೫ ಮತ್ತು ೪ಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ ಮತ್ತು ಅವುಗಳ ಕನಿಷ್ಠ ಮೊತ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

1. ಒಂದು ಶಂಕುವನ್ನು ೯ ತ್ರಿಜ್ಯವುಳ್ಳ ಗೋಳದಲ್ಲಿ ಅಂರ್ತಲೇಖಿಸಿದ್ದು 

4y 


ಅದರ ಗಾತ್ರವು ಗರಿಷ್ಠವಾಗಬೇಕಾದರೆ ಶಂಕುವಿನ ಎತ್ತರ [ 


“ಇಂದಿನ ವಿಜ್ಞಾನದಲ್ಲಿ ಭಾರತೀಯ ಗಣಿತವು ಎಷ್ಟೊಂದುಮಟ್ಟಿಗೆ 
ಪ್ರವೇಶಿಸಿದೆ ಎಂಬುದು ನಿಜಕ್ಕೂ ಆಶ್ಚರ್ಯವನ್ನು ಉಂಟುಮಾಡುತ್ತದೆ. 
ಇಂದಿನ ಅಂಕಗಣಿತ ಹಾಗೂ ಬೀಜಗಣಿತಗಳ ಸ್ವರೂಪ 


ಹಾಗೂ ಅಂತರಾಳ ಎರಡೂ ಭಾರತೀಯವೇ” 


- ಫ್ಲೋರಿಯನ್‌ ಕೇಜೋರಿ, 


“ಎಲ್ಲಾ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಹತ್ತು ಚಿಹ್ನೆಗಳ ಮೂಲಕ - ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಚಿಹ್ನೆಗೂ 
ಅದರ ಸ್ಥಾನದಿಂದ ಸಿಗುವ ಬೆಲೆಯು ಮಾತ್ರವಲ್ಲದೆ ಅದರದೇ ಆದ ಸ್ವಂತ 
ಬೆಲೆಯೂ ಇರುವಂತೆ - ಅಭಿವ್ಯಕ್ತಿಸುವ ಚಮತ್ಕಾರವಾದ ವಿಧಾನವನ್ನು 
ನಮಗೆ ನೀಡಿರುವುದ ಭಾರತವೇ. ಈ ಕಲ್ಪನೆ ಆರ್ಕಿಮಿಡಿಸ್‌ ಮತ್ತು 
ಅಪಲೋನಿಯಸ್‌ ಅಂಥವರ ಪ್ರತಿಭೆಯನ್ನೂ ಮೀರಿದ್ದು” 
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ಅಧ್ಯಾಯ 12 


ಅನುಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ 

12.1 ಪೀಠಿಕೆ 

ಹಿಂದಿನ ಅಧ್ಯಾ ಯಗಳಲ್ಲಿ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಕಲನಾಂಕವನ್ನು ಅಥವಾ ದತ್ತ 
ಅ ಅವಿಚ್ಛನ್ನ ನ್ನ ಉತ್ಪನ್ನದ SEER ದರವನ್ನು ವಿಡಿಯು ಘು ಹೇಗೆ 
ಸಾ ಅ೪ದೇವೆ. ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರ: ದ ಅನೇಕ ಶಾಖೆಗಳ ಇದರ 
ವಿಲೋಮ ಸಮಸ್ಯೆಯನ್ನು ಎದುರಿಸಡೇ ಕಾಗುತ್ತದೆ. ಹ್‌ ನಿಷನ್ನವ 
ಗೊತ್ತಿದ್ದಾಗ ಗುತ್ಸನ್ನವನ್ನು ಕಂ ಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. ಈ, ರೀತಿ 
ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ವಿಧಾನವನ್ನು ಅನುಕಲನ ಎನ್ನುತ್ತಾರೆ 


ಎರಡು ರೀತಿ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು: 
(1) ಸ ಕಲನಾಂಕದ ವಿಲೋಮ; ಅಥವಾ 
(11) ಒಂದು ರೀತಿಯ ಶ್ರೇಣಿಯ ಮೊತ್ತದ ಮಿತಿ 


ಇವೆರಡರಲ್ಲಿ “ಮೊದಲನೆಯದು ಅನುಕಲನ ರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ 
ವಿಧಾನಗಳನ್ನು ತಿಳಿಸುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಪಿನನರುತಿಷು "ತಿಯಿಂದಲೇ 
ಪ್ರಾರಂಭಿಸಿ ಮುಂದೆ ಎರಡನೆಯ ರೀತಿಯನ್ನು ಗಮನಿಸೋಣ ಮತ್ತು ಈ 
ಎರಡು ರೀತಿಗೂ ಇರುವ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ತಿಳಿಯೋಣ. 


12,2 ವ್ಯಾಖ್ಯೆ: ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನದ ಅನುಕಲ 

ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ (೫) ನ ನಿಷ್ಟನ್ನಕಲನಾಂಕವು (೫ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ) f(x) 
ಆದರೆ ಅದನ್ನು ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 8 (೩) ಉತ್ಪನ್ನದ ಅನುಕುಲ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 
ಮತ್ತು ಅದನ್ನು 
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ox) =| fds 
ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ುದಾಹರಣೆಗೆ, ' ನ ನಿಷ್ಟನ್ನಕಲನಾಂಕ "ಇದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 


[n a 
ಸಾಮಾನ್ಯ ವಾಗಿ, ಹೀಗೆ ಹೇಳಬಹುದು: 


4 p(ನ)ನ್ನು f(%) ಎಂದು ತಿಳಿದರೆ ಆಗ 
dx p: 
[fds = f(x) 


ಅವಕಲನಶಾಸ್ತದಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಾಗ ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದೇ ಮೊದಲನೆಯ 
ವಾತ 


dx 
ಸಮಸ್ಯೆ ಆದರೆ ಅನುಕಲನ ಶಾಸ ದಲ್ಲಿ ಮೊದಲನೆಯ ಸಮಸ್ಯೆ ಇದರ 
೯೨ pS ಎನೆ dy 
ವಿಲೋಮವಾಗಿದೆ. ಅಂದರೆ, ಸ ಕೊಟ್ಟಾಗ ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವು 
dx 


12.3 ಅನುಕಲನದ ಸ್ಥ ರಸಂಖ್ಯೆ 


—oc)= f(೫) ಮತ್ತು € ಯಾವುದೇ ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆ ಆದರೆ 


1 1 | | 
— ox) +c]= —o(x) +0] = f(x) 
dx dx 


| f(x)dx = (x) ಅಥವಾ 


| f(x)dx = 0O(x)+C 
(ಲ ಎನುಃ ವುದು ಯಾವುದಾದರೂ ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯ) 


ಮ 
ಉದಾ.(1) ೩" ಉತ ಶ್ರನ್ನಕ್ಕೆ xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿಷ್ಟನ್ನ ನ್ನ ಕಲನಾಂಕ 2, ಆಗಿದೆ. 


[2xdx =x°+C 


(2) tanxನ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಕಲನಾಂಕ xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ $6? x ಇದೆ. 


K 
[sec xdx =tanx +c 


ಅನುಕಲನಪಾಸ 471 
po 


ಘಃ ಸ ಸ್ಲಿರಸಂಖ್ಯೆ ಯನ್ನು ಅನುಕಲನದ ಸ್ಲಿರಸಂಖ್ಯೆ ಎನ್ನುವರು. ಮೇಲೆ 
ತೋರಿಸಿದಂತೆ Hp: ಉತ್ಪನ್ನದ ಅಪ ಏಕ್ಕೈ ig ಬಹುವೌಲ್ಯದು 


ಎಂದು ತಿಳಿಯುವುದು. ಈ ಎಲ್ಲವನ್ನೂ ಗೆ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
ಕೊಡುವುದರಿಂದ ಪಡೆಯಬಹುದು. 


ಸಿರ ಗೆ .ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟು ಪಡೆದ ಅನುಕಲಕ್ಕೆ 
[) 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲ ಎನ್ನುವರು. ೪(೫)+೭ಗೆ ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅಮಕಲ 
ಎನ್ನುವರು. 


ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಬೇರೆ ಬೇರೆ ರೀತಿಯಿಂದ ಅನುಕಲನ ಮಾಡಿ 
ಎಕಡು: “ಬೇರೆ - ಬೇರೆ ಅನುಕಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದರೆ ಈ ಎರಡು 
ಅನಮುಕಲಗಳು ಒಂದು ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆ ಯಷ ಷ್ಟು ಮಾತ್ರ ವ್ಯತ್ಯಾಸ ಹೊಂದಿರುತ್ತವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ: A x)=- 5 
dx l+x 


1 R KY 
{——dx= tan Ix ಆಥವಾ -cot x 


Bs = (—cot X)= tan 'x+cot x= 


»~ ಸ್ನಿರಸಂಖ್ದೆ 
@ ್ವ) 


12.4 ಅನುಕಲನ ಶಾಸ ದ ಮೂಲ ಪ್ರಮೇಯ 
fro» dಸನ್ನು ಒಂದು ಶ್ರೇಢಿಯ ಮೊತ್ತದ ಮಿತಿ ಎಂದು ಮುಂದೆ 


ಧು (13.1 ನೋಡಿ). ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯು ಸ ಎಲ್ಲಾ 
ಶಾಖೆಗಳಲ್ಲೂ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ, ಅನುಕಲದ ಅನ್ಹ್ವಯ ಮಾಡುವಲ್ಲಿ ಬಹಳ 
ಉಪಯೋಗವಾಗುತ್ತದೆ. ಅನುಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರದ ಮೂಲ ಪ್ರಮೇಯವು 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲನವು ಒಂದು ಶ್ರೇಢಿಯ ಮೊತ್ತದ ಮಿತಿ ಎಂಬ 
ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿದೆ. [a,b] ಅಂತರದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ 
ಇರಲಿ. '4a<x<b ಈ ಅಂತರವನ್ನು ಗ ಸಮಭಾಗಮಾಡಿ, ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಭಾಗದ ಉದ್ದ 
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b-a 


hs ಆಗಿರುವುದು 
n 
ಅನುಕಲನ ಶಾಸ್ತದ ಮೂಲ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಈ; ರೀತಿ ನಿರೂಪಿಸ 
ನಾಶ | 
ಬಹುದು: 
b 
? FUSE ital le 104 FOE) Ee (aba) )] 
a 


ಕೆಲವು ಮುಖ್ಯವಾದ ಅನುಕಲಗಳು 

ನಿಷ್ಟನ್ನಶಾಸ್ತ (ಅವಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ)ದಲ್ಲಿದ್ದಂತೆ ಅನುಕಲನದ ಮೂಲರೂಪ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಬೆಡಿಯಲು ಸಾರ್ವತಿಕ ನಿಯಮಗಳಿಲ್ಲ. ನಿಷ್ಟನ್ನದ ವಿಲೋಮ 
ದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿದಿರುವ ಅನುಕಲನದ ಮೂಲರೂಪಗಳನು ಕೆಳಗೆ ಕೊಟಿದೆ. 


೩ “ಓ 
ಈ ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅವಕಲಗಳಿಗೆ 0ಯನ್ನು ಸೇರಿಸಿ ಸಿಕೊಳ್ಳಬೇಕು 
n+] n+] 
ಸ ತೆ d | x \ 
ಸ್‌ dx = (n# —1) © —! pe 
n+l dx\ n+l) 
| d | 
[—dx = log x (x >0) “° —(logx)=-— 
Xx dx x 
d 
[sin XAX=-—COSx © ——(—COSX)=SINx 
dx 
[cos XUEESINX © —(SINx)=COosx 
dx 
೧ d 7 
| sec” xdx =tanx © —(tanx)=sec" x 
| dx 
> | d > 
| cosec‘xdx =-—cotx ‘“° —(cotx)= -cosec"x 
dx 
d 
[sec XANXAX = secx *  —(secx)=secxtanx 
dx 
d 
| COSECX COL X = —COSECX ; 4 COSECX) = —COSeCcx COL Xx 
dX 
d | 


} op 


[in hs 4 RA h Pave] 
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್ಯಾಲ) 


[sinh xdx = cosh x 


| cosh xdx = sinh x 


[sechxdx stan x 


| cosech”x dx = —coth x 
| sechrtanh xdx = —sechx 


| cosechrcoth xdx = —-cosechx 


d ee | 
(SEC Xx) = — 
dx x” -1 


diy ss 
—(e")=e 
7 ( ) 


a! 4 
Re ಜಡ 
dx loga | 


KA x) = sinh x 
dx 


KA = cosh x 
dX 


12.5 [dx ಸಂಕೇತವು ಹೊಂದಿರುವ ಸಾಮಾನ್ಯ ಗುಣಗಳು 


ಸ [o(x)dx = 0(x) ಆದರೆ 
dx 


d AN 
(F 94೫i = h(x) +¢ 


(ಅಂದರೆ, ಅನುಕಲನ 


ಮಾಡಬಹುದು.) 


ww 


#8: 
pe 


ವಕಲನಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು 


| udx + [vdx + | wax] =u+Vv+w 


A | udx + | vdx + | wdx = | (u+v+w)dx 


4'74 
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ಇ 


du py 


ಹಿ: Fm ಆಗಿದ್ದು ೩aಯು ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆ ಆದರೆ 
d d | 
—(qau)=a EE av 4 favdx 
dx dx 
ಅಥವಾ a] vdx = [avdx 
ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


5 
I, [xdx=—+C 
2 


3 ', 
J. [x dx=-—x"+C 
p; 


—3+| 2 


P 


ಓಕ [x dx ಜು 


2 
(Xx 


4, faxdx ಈ al xdx =——+0C 
೨ 2 


X+¥a-—a ಸ 
Ax [——dx ಜನ [dx — a] 
QA¥x aA+Xx x+a 


೫ 


=x-alog(x+a)+C 


6. | ಫ್‌ I 
ax+b a 


ಸ 
7. f(s -4x°+3X +--+ 3 


or 
5 4 3 ~2+| 
pe + Xx X 
=5—-4—+3—+logx+2 
್ಲ 4 — 
0 NS. a 
=x —x' +x +logx=—+C 
X 


ಅನುಕಲನಶಾ 


(AU 


dx 


415 


8. [a -DGx -2dx 
= [(3x5 -3x —2x° +2)dx 


= 3] dx — 3/xdx — 2fx dx + 2[dx 


5 -ಸ 
Xx Xx 

NS 
೨ 3 


pe 4x45 
10. i dx 
RR 


ಖಾ [x Sax + 3/x°°dx + 4] x Sd [52d 


4 
14 11 § 


3 14/3 
Fe 


, + 
14 


+—x 
2 


pe 


| l-— sin xdx 
ef 
l+sinx (1+ sin x1 — sin x) 
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4/3 ಇ ೨/3 
3x YW: 3 K 3x 1/3 4 k 3x13 5 4 3x3 
— - 


9) /3 3 iS AA 
SSN 21: 


+C 


+C 
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| l-—sinx 
1-sin? 


ಗಾ 


= [sec’ ಗ tan xdXx 


=tanx-—secx+C 


eA | ae dx=ae" +C 


KA [v1 +sin2xdx 


ಅಭ್ಯಾ 

ಅಮುಕಲಿಸಿ (ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ) 
OE Ghd 
೨. ge a+x | ಭು 

NX p ಸ aAFX ೫ 
3 LCA Sy 4 
A 

2 

Xx +x+ 
7. 

Ax 

9. 9cosec’x - Scosecxcot x 


| (sinX + cos x)dx 


=-—COSxX+SINnx+C 
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ಮತ್ತು | cosecxdx = log an[ 3] 


p3 


ಅಭ್ಯಾಸ 12.2 
ಅನಮುಕಲಿಸಿ: 
Mf ér yy 4 7  . 3. 
(x +1) 2x +1 
4. ಹ pK (ax + 3) 6. sin(ax + b) 
(3x +1) 


pe 
ಅಸುಕಲನಪಾಸ 
- 


481 


I 
7. sin(2x +1) 8. 9. AJ1+cosx 


5— 3x 

2 ; 
10. sin” x 11. cos" x 12.- sin xCOoS x 
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dx=-|— =-logt=-—logcosx 
COSX I 


=logsecx+C 


2 


8x45 
(Sg 
4x +5x+3 


4x” +Sx+3=t ಇರಲಿ. (x+S)dr=dt 


sre 


=logt = log(4x” +5x+3)+C 


ಹ 
sin Xx 
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— 4 llog(a + x)-—log(a — x)] 
2a 


Rr 


+C 


a? —x” 2a a-—x 


| 
ಹ್‌ 


| 


ue 
(x—a)(x+a) 
ಜಾ ಸ ಮ ಇರಲಿ. 
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=kx+mlog(3sinx+4cosx)+C 2) 


ಈಗ, snx ಮತ್ತು €08xನ ಸಹಾಪವತ ೯ನಗಳನ್ನು (1)ರ ಎರಡು 


ಕಡೆಯೂ ಹೋಲಿಸಿದರೆ 


3k —4m =| 4 4k+3m=3 
pe ಕರಣಗಳನ್ನು ಅಿಡಿಸಿದರೆ 
4 | 
= mM =— 
5 ಸ 
ಮ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು (2)ರಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 


IN Xx+3COSX Ax a 
jars, —log(3sinx + 4cosx)+C 
3SIN x + 4COSX nN 


4 
s¥ [3a 
x” +1 
ಇದರಲ್ಲಿ, ಅಂಶದ ಘಾತ ಛೇದದ ಘಾತಕ್ಕಿಂತ, ಹೆಚ್ಚಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 


ಅಂಶವನ್ನು ಛೇದದಿಂದ ಅದರ ಘಾತ ಕಡಿಮೆ ಆಗುವ ವರೆಗೂ ಭಾಗಿಸಬೇಕು. 


4 
ಈಗ, tl SR ಮ 
x" +1 x" +1 
4 
[—u- [x dx — [dr+ 2/5 
x” +1 x” +1 
po 


WE EN EC 
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ಅಭ್ಯಾಸ 12.5 


ಇವುಗಳನ್ನು ಅನುಕಲಿಸಿ: 


l pe PS 1 
°3+2cosx ™ 5+ 6cosx ‘8+Scosx 
oN, | Lacad LMM. rs. l 
S+4sinx 2-cosx+3sSinx 
| I 
—— Fp ಭಾ 8. —— 
XxX +2x+S x +4x+60 2x +3x+0 
| 
ENR Fd. 
x +3x+S5 Xx —4x-—8 3x +Ox+8 
OL 
2x +4x+9 2x +3x+1 4-—3x+N 
] | | 
3 | 6. ——————— wa 
I7-4x- 2x 8-—Sx+x 
| 
18. 19 20 


1 
Ax” +2x+2 | Vx” -4x-6 


p 

A) iri 23. Vx +2x+2 
§) 

V9 2x-x" 


24. AS+4x- x” 25. 47+ 3x - x? AN ET 


7 2SINnXx+COosx x” +1 +1 


sinx+3cosx i x” =} Fa x +1 Ue 


12.10 ಆಂಶಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡ ಬೀಜವಾಕ್ಯಗಳ ಅನುಕಲನ 


[ a SN 
Lad Bs), 
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NEE RRR A B 
Ce) Ch) NE 


by A(xX-—5)+ B(x-—2) 
(x—2)0x —5) 


*® 1=A(x-5)+B(x-2) 


೩-5 ಆದರೆ ' l= B(3) B= 


ಸ=2 ಆದರೆ 1=A(—3) A=— 
dx dx dx 

LNT 

8 3(x —2) 3(x — 5) 


ಬಾ -<log(x—2)+=loglx-5)+ 1 


x5 
+C 
5 


3 


A 
F g 


f (2x + 1)dx 
(x+ I(x + 2x +3) 


2x” +1 leg Tk 


————————— + 
(XIX 2NNXE3I) xtl x42 x3 


2x += A(x-2x+3)+ Bx x+3)+C+Dx +2) 


x=-| ಆದಾಗ 3=2ಸ A=2 
೫=-2 ಆದಾಗ 9=-ಡ B=-9 

19 
Xx=~3 ಆಗಾಗ 102C: pT 


| [ (2x + Ddx 
“xt x+2x+3) 
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ds 


2°x+3 


dx 


= | —dr-9— 


x +1 


19 
= - log(x +1)-—9log(x + 2) Ea +3)+C 


3. OME p [4 BC, 


x(x” +1) x +1 
I= A(x” +10) +(Bx+C)x 
x=} ಆದಾಗ l=A(2)+B+C 
x=0 ಅದಾನ ೬=ಷಸ “.—1=B+C WE 
x=-] ಆದಾಗ": 1=2-(-B+C) 
—l1=-(-B+C) *. 1=C-B ..(2) 
(1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ C=0B=-1 ಆಗುವುದು 


— 


3 
x" +*1=t ಆದರೆ 2x4೬ =! ಆಗುವುದು 


| 
ಮ್‌ logx——logr+C 

| 2 
=logx -log(x ie 
ಅಭ್ಯಾಸ 12.6 


ದೊ ಅನುಕಲನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


dx dx 
A 2 
ಸ fae 
dx dx 
NE 4 
pe pe 
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[ dx 
x(x” +1) 
dx XX 
S.J pe 
[Fe #1) rr I(x — 2} 


12.11 ಭಾಗಶಃ ಅನುಕಲನ 

ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಗುಣಲಬ್ಬವನ್ನು ನಿಷ್ಟನ್ನ ಮಾಡುವ ನಿಯಮಕ್ಕೆ 
ವಿಲೋಮವಾಗಿ ಅನುಕಲನದಲಿ ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಗುಣಲಬ್ರವನ್ನು 

ne [9 
ಅನುಕಲನ ಮಾಡಲು ಒಂದು ನಿಯಮವಿದೆ. ಇದಕ್ಕೆ ಭಾಗಶಃ ಅನುಕಲನ 
ಎನು ತೇವೆ. 
[ 
u ಮತ್ತು ೪ಗಳು ಎರಡು ಉತ್ಪನ್ನ ನ್ನ್ನ (೫ನಲ್ಲಿ)ಗಳಾ 
dv 
fu— d= uv — |vdu 


dx 
/4 . 
ಅಥವಾ [uv dx =uv-— [vu dx 


V ಷ್‌ 
[udx ನ್ನು [ನೇ ಉತನ ೪ ನು 2ನೇ ಉತನ ಎಂದು ಕರೆದರೆ 
ಬು C4 ಆರ ಮ 
[uv'dx = (1ನೇ ಉತ್ಪನ್ನ)(2ನೇ ಉತ್ಸನ್ನದ ಅನುಕಲ) 
Cd ಲ [= 


—|(2ನೇ ಉತ್ಪನ್ನದ ಅನುಕಲ)(1ನೇ ಉತ್ಪನ್ನದ ನಿಷ್ಠನ್ನ 
ಬ 1 ೩ 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
LE SINE 
(1) (2) 


= X(—COS x) - [(-cos xU)dx 
=-—XCOSx + | COS xdx 


=-—XNCOSX+SINx+C 


2 
| XCEL AN 


2 4 ಸ bj 
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ಹೆ 


x’ sin 3x 


s -3/s sin 3x dx 


(1) (2) 


$ pe ¥ 
_xsin3x 2 i | ಲ 
3 3 3 3 


2 A 
SMES cos3x-3 [cos 3rd 


3 3° 
x’sin3x , 2xcos3x 2 sin3x 
3 9 p53 3 
vr 
_X° Sin 3x f 2xcos3x Te 
3 9 27 
eS ds 
= [sin ‘x: Idx 


(1) (2) 


RE xl 
ಗ y= dx 


» 
lI—x" 


2 ರಿ ಣೆ 
1- x" =t ಆಗಿರಲಿ ಆಗ -2%0%-ಡ! ಆಗುವುದು 


AE 41 dt 
ESI > RTE 


ನ 2 
= XSINn sk 


= xsin Tx+(1—x”)? +C 


4. [log xdx 
= [log x - ldx 
1) (2 
| 
= (log x)x- [x.—dx = xlogx -— [dx 
Xx 


=xlogx-x+C 
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RE [x log xdx 


(2) (1) 


9 2 
NX ೫.1 
=—logx-—|—-—dx 
2 Eg > p 4 


2 
x ] 
=—loox——|xdx 
2 E > 


2 2 
_X logx 1x bE 
2 PE, 

2 4" 
_x logx We 
2 4 


Wo 


ಇದನ್ನು 1 ಎಂದು ಕರೆಯೋಣ 


2 2 
Peo xd 
(2) (1) 


| 
pe 
Fe) 

) 
pe 

| 
$4 
ಮಿ 


|| 
pe 
pe’ 
0) 
| 
pe 
| 
+ 
ಲ, 
po 
ಎ 
[8] 
ಕ್ಸ್‌ 
[N8) 
a! 
pe 


(aH) 
a a” 
ENYA 5 Sit dX 
(a —x") (a KC} 


=xNa’ —x” -[(0” syed + [3 ym 
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[ d 
ie. l1+I1=x 0 
"sR 
1=xa x” +a sin KE4C 
[4 
=e +a” sn 2+C| 


[41 


(ಸೂಚನೆ: ಇದೇ ಅನುಕಲನವನ್ನು ಹಿಂದೆ x asin 6 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ ಮಾಡಿದೆ.) 


{A [x $c’ x dX 
(1) (2) 


= xtan x— [tan x-ldx 


= xtanx+logcosx+C 


8. [x sin Sxcos 3x dx 


J= x/> [sin 8x + sin 2x dx 
| | | | 
=— | XSINnxS8xdx+— | XxSIn2xdx 
P 2 


Wl f (—cos8x) [Sg 
2 § 8 


2 


1 —Cos2x —C0S 2x y 
+1] ತಿ U -[ _ ) 4 


< Q; 
ಹ್‌ en + £ [cos Sxdx — 
16 8 


—xCcos2x 1 
+ ಗಾ COS 2xdx 


Xcos8x sin8x xC0Os2E siN2x 
= ss +C 
16 64 4 4 
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9 ed 


(0) (2) 


aX UX 

೪ ೮ € 

=x —- [2dr 

a a 

PA 

xe 
_ —— [x e“dx 
a a 


(1) (2) 


10. | e™ cosbx dx 


(1) (2) 


ax SINbx BALE 4% 
=— ‘ae dx 


[=e ———= 
p 


b 


4 $ 
e°snbx a pe 
—— | e“™ sinbxdx 

p p 


e™sinbx a ಹ — cos hx [ cos bx 
= —— 1 SST | A 
b b b pb 


x 2 
EN: a py 
EE COSINE EBUE A 
b- 


hp b- 
. pe - 
i; e sinbx M ae” cosbx 
PRESS _—_ ಾಾಜನನನನನನವಾನನಾನನವವೂಜ ಫಾ 
b” b b” 
b” | 
I=] |[be" sinbx+ae™ cosbx]+C 
{a WE”) 
1 A UX y 
= EET. snbx+ae” cosbx)+C 
a” +b 
4 
| =————(acosbx + bsin bx)+C 
a +b 


ಅನು ಕಲನಶಾಸ್ತ 
ಗ್‌ 


ae™ dx 


507 


u. | | xdx 


Ti ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ. ಆಗ 4x -ಲಂ5s04ರ ಆಗುವುದು. 


| ಬ 06040 


=[6 sin 48 [ಭಾಗಶಃ ಅನುಕಲನ ನಿಯಮವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ] 
ಚ 9(—cos 8) — | (cos 9)1d8 
ಪಾ —0cos8 + [cos 048 


=-—Bcos0+ sin 
=—sin™" x¥1-x°)+x+0C 


7 PPR. 4 
=-—Wl-x°sn x+x+C 


(9. [tan 


x=c086 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ ." dx=-—sin0d0 


= [tan 


Sel, 1 
+X 


s6 
(—sin0)d8 
] 
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* 


0 
=—[—sin ೦40 [ಭಾಗಶ: ಅನುಕಲನ ನಿಯಮವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ] 


] 
ವ 1} Bcos8 + [e05046] 


EN 
2 


ಅನುಕಲಿಸಿ: 
due 

4. x" logx 
pS 


10. xcosxcos2x 


13. 


16. 


8; 


೫ 


4ರ. 


28. 


A 
XCOSEC "x 
e* cos” x 
XCOSX 


e” sin bx 


x” sin |x 
mtan”! Xx 
[4 


1+ x” 


ಅನುಕಲನಶಾಸ್ತ 
ಕ 


sin 6 


2 


ny 


8. 


ಸ ೫ 
Ill. x sinxcosx 


14. 


17. 
20. 
£3. 


20. 


{xe 


+C 


— 


ಅಭ್ಯಾಸ 132.7 


xlog(l+ x) 


sinh 2x sin 2x 


xlog x 
sl 
WN Ns 


್‌, 
XSCC Xx 


. cosh axsin bx 


21. 


30. 


| y 
=5(xcos a oS, 


x(log x)” 


I 


KU 


ಖಿ 


XSI 


, 3 
«- KASIMNXSEC X 


4 


cos Sy 


e” tan x 


(ERY 


u 


°e “cosbx 
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ಅಧ್ಯಾಯ 13 


ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅಮಕಲಗಳು ಮತ್ತು ಅನ್ವಯಗಳು 


13.1 ಅನುಕಲನ-ಒಂದು ಮೊತ್ತದ ಮಿತಿಯಾಗಿ 


ಇ ~ — ಕ್ಸ ~ ಎ \ — 
f(x) ಎನ್ನುವುದು ಒಂದು ಸಾಂತ ಮ ಲಿ ಅವಿಚಿನ 


ನ್ನ ಷ್ಟ 
೩-೩ ಮತ್ತು ೫-ರ ಎರಡನ್ನು ಒಳಗೊಂಡ ಅಂತರಲ್ಲಿ ಲಭ್ಯವಿದೆ ಎಂದು 


ಭಾವಿಸೋಣ, b>೩ ಇರಲಿ. b-ಡ ಅಂತರವನ್ನು n ಉಪಾಂತರಗಳಾಗಿ 
ವಿಭಾಗಿಸಿದರೆ ಈ ಅಂತರಗಳ ಉದ್ದ ಗಳು 
NS A NB IR 


ಇಲ್ಲಿ (= ಸ್ಫಿ.bಿ ೨೫, ಎಂದು ಸೂಚಿಸಲಾಗಿದೆ. 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮೊತ್ತವನ್ನು ಗಮನಿಸಿ: 
ನ X0)f (Xo J+ (Xx — x Ff (x y+ (X3 — X> )f (x) 


- ee _ “1s (X Ke Reef - 
ಇದನ್ನು 2 8(%,) ೩. ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 


ಈ, 
ಇಲ್ಲಿ, 0X BX AN 


ಅಂತರಗಳು ಅತಿಸಣ್ಣದಾಗುತ್ತಾ ಹೋದಂತೆ ಈ ಮೊತ್ತವು ಒಂದು 
ಮಿತಿಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತ ದೆ. ಆ ಮಿತಿಗೆ, ೫-೩ಯಿಂದ x-ಶವರೆಗೆ, 
xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲ ಎನ್ನುತ್ತಾರೆ. ಅಂದರೆ 


ey “Jpn 


Ox, —=0 r=0 
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*್ಭಾ 


ಈ: ಅನುಕಲದ ಬೆಲೆಯು ಸಾಂತ. ಏಕೆಂದರೆ ್ಹM ಎನು ವುದು 8(೫)ನ 
ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ ಆದರೆ ದತ್ತ ಅಂತರದಲ್ಲಿ ಈ ಮೊತ್ತವು 
< M (x, UNE NE | 
ಅಂದರೆ, ಮೊತ್ತವು <M(b-—a) 
ಇದು ಸಾಂತ ಏಕೆಂದರೆ Mn b, a ಎಲ್ಲವೂ ಸಾಂತ. 


ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲವನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ಶೇಡಢಿಯ ಮೊತ್ತದ ಮಿತಿ ಎಂದು 

€ A 
ನಿರೂಪಿ ಮ; ಆದರೆ, ಈ ಮಿತಿಯನ್ನು ಮೇಲೆ ತಿಳಿಸಿದಂತೆ ಸರಳ 
ಉತನ್ನಗಳಲ್ಲಿ ಕೂಡ ಲೆಕ್ಷ ಮಾಡುವುದು ಕಿಷಕರ ಮತು ಎಷೋ 
ಸ್‌! fo; ಬಟ ೨ ಆ 


13.2 ನಿರ್ದೀಷ ಸ್ಟ ಮತ್ತು ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲಗಳಿಗೆ ಇರುವ ಸಂಬಂಧ 


i A. 
Y 


X; Xn-2 Xn B 
aE 131 
ಇಲೆ 


0 Xj; X32 


AX XX: Bಗಳು x-ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ 
ಮತ್ತು ಈ ಬಿಂದುಗಳ ೫-ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ೩,xಸ್ಕು...೫-|, ರಿ ಇರಲಿ, ಈ 
ಬಿಂದುಗಳ y-ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು y-8(೫) ಎನ್ನುವ ವಕ್ರ ರೇಖೆಯನ್ನು 
ಗಗ, ದ....ರ,-. ೦ಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. 


SNAP, XP, X3P...X1P,17ಳು 


1 
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F(a. f(x), fx) (1,1) ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತವೆ (ಚಿತ್ರ 13.1). 


(x4 —a)f (a)+ (xX =X )F (KDE AD = X18 (Kn) 
= AX, ‘AP+ XX) ‘Xi + ND A 
ES DON ದೊಡ್ಡ ಆಯಗಳ ವಿಸ್ಲೀರ್ಣಗಳ ಮೊತ್ತ ...(1) 


ಈ ವಿಸ್ತೀರ್ಣಕ್ಕೂ ಮತ್ತು APB ಪ್ರದೇಶದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣಕ್ಕೂ ಇರುವ 
ಸ ಸವು<?Pಗಿ, Pದಿ,....., P10 ಚಿಕ್ಕ ಆಯಗಳ ವಿಸ್ತೀರ್ಣಗಳ ಮೊತ್ತ. 
ಈಗ, 0 ಎನ್ನುವುದು ಅತ್ಯಂತ ದೊಡ್ಡ ಈ ಆದರೆ, ಈ ಮೊತ್ತವು ೧ 
ಅವುಗಳ ಎತ್ತರಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆ ಆಗುತ್ತದೆ. 

ಆದ್ದರಿಂದ, ಮೇಲೆ ಹೇಳಿದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣಗಳ ವ್ಯತ್ಯಾಸ < (BO — AP). 
ಈಗ, 0-0 ಆದಾಗ ಇದೂ ಕೂಡ - 0 ಆಗುತ್ತದೆ. ಏಕೆಂದರೆ 
BO. AP ಗಳು ಸಾಂತ. ಆದ್ದರಿಂದ AP9B ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು ಎಲ್ಲ ಆಯಗಳ 
ವಿಸ್ಲೀರ್ಣಗಳ ಮೊತ್ತದ ಮಿತಿ ಆದ್ದರಿಂದ ಅದು (1)ರ ಮಿತಿಯನ್ನು 
ತೋರಿಸುತ್ತದೆ. 


sn, F'(x)= f(x) ಆಗಿದ್ದರೆ ಒ೩Pಲಡ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು 
=F(b)- F(a) ಎಂದು ತೋರಿಸಬಹುದು. 
=F D+ (x) xf (x) (by N- IDX 1) 
so: pr F(a) ಮಿತಿಯನ್ನು ಸಮೀ ಪಿಸುತ್ತದೆ. ಅಂದರೆ 
b 


[f(wdx = F(b)- F(a) 


u 


ಇಲ್ಲಿ, 8(೩) ಎನ್ನುವುದು (೫) ನ ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲ. ಅಂದರೆ 
[flodx=F(x)+C 


2. ವಿಶ್ಲೇಷಣ ವಿಧಾನ: 


F'(x)= f(x) ಆಗಿರಲಿ. ಅಂದರೆ F(x) ಉ್ಪುತ್ವನ್ನಥ್‌ ನಿಷ್ಪನ್ನ FUNK 
ನಿಷ್ಪನ್ನದ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯಂತೆ 
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ba 


ಎಂದು 


A=a 


X= 


X=X 


im F(x+Ox)- F(x) 
RE Spams 4 
Ox 


F(x+Ox)- F(x) ೫ 
Ox 


F(x)=¥(%) 


ಬರೆಯಬಹುದು. ' &೬ ಅಂ ಆದಾಗ ೭೨0 ಆಗುತ್ತದೆ, ಅಂದರೆ 
F(x+Ox)-F(x)=Ox: f(x)+ eOx 


pa) 
ಮತು 
“ಫಿ 


ರ= ೫-೩ ಆದರೆ 
F(A 


F(a)=(x-a)f(a)+ E(x, - a) 
ಇದ್ದಾಗ x= ೫x -x, ಆದರೆ 
F (xe F(x)= (x — XI) (x) + E2(x; A] 


ಇದಾಗ ರಿ*-- ೫x, ಆದರೆ 


F(x3)-F(x))= (xX) (x)+ E(x - Xx) 


NSE AS OO 


ಈ RTO CE OO Oe RT 


PR F(x 1)=(b- Xp EMF CK I ' Vp i) 


ಈ ಎಲ್ಲಾ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಎರಡು ಕಡೆಯೂ ಕೂಡಿದರೆ 
PF(DY=F(G)= (Xa) (GE (Ky A (x IE 


+ AD = x KARL) 


=£|(x —a)+ E(x ~~ TE UN 


<N(X,-4)+N -X)+--+MP-x,-0 


(ಗ ಎನ್ನುವುದು ೭. ಕ... ಗಳಲ್ಲಿ ಅತಿ ದೊಡ್ಡ ಸಂಖ್ಯೆ ಆಗಿರಲಿ) 
SN GL SM Dx) 
=N(b-a) 
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£ \ ದಗಳನ್ನು € ಚಿಕ್ಕ 
ES b-x,- ಅಂತರಗಳ ಉದ್ದಗಳನ್ನು ಅತೀ A 


ಚಿಕ್ಕದಾಗಿ ಮಾಡಿದಾಗ, £82. ೮---ಕ ಐಲ್ಲಾ ಸಂಖ್ಯೆಗಳೊ ಮತು 


— 


ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಅತಿ ದೊಡ್ಡವಾದ n ಕೂಡ 0 ಮಿತಿಯನ್ನು ಸಮೀಪಿಸುತ್ತವೆ. 
F(b)- F(a) = me [(% —4)F (4) +(x Xf (x) + 
ek (b- x,-0F (Xn-1)) 


b 
=} f(x) dx 


[44 


b 
[fa)dx=F(b)- Fla) 


[4 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


ga +70] 


J0 


(NS) 
ಲಾ 
WM 

+ |&- 
A  f) 
pe 

ಗ 


¥ 10- log 3] py 
71108 ಲ 7 0೬ 


he 3 
| dx [Suan 3 pan |-tan”'0] 
2 p 3 

0 . Q 


u I K u 
pA 0 


(0+? sin” 1)-0 Lp 
- 4 


— 


n/2 
5. | cot xx llog sin 1d 
n/4 
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TC 
=logsin——logsin— 
2 ನಿ 


| 
=logl-log—— se fo 
VE 
=logY2 =—1082 
n/b 4X | n/b 
6. [ e” cosbxdx =| — . (acosbx + bsinbx) 
0 a + 0 
anlb iv pls 
=———(acosn+bsinn)-——— (a) 
a +h a +h 
ಹಣ A [eh +1) 
a +b 
ಅಭ್ಯಾಸ 13.1 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅನುಕಲಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
4 3 } p K ¥ # 
|" fa dx, pe“ ds FR Nd: [Cx —x+l)dx 
2 4 0 
2 [co +34 j pS Jara l | _ 
$A Xx dx. \—— dx. 
ಎಸೆ @=2 | + NX 
3 a 2 3 
“dx dx dx dx 
p: Fe J fo 
] 0 1° ~1 
n/2 
4. [sin xd. [cos xd, J sinX dx 
0 0 —T 2 
n/2 n/4 R n/2 
} [sin xdx. | sec‘ xdx, [cos xAX 
0 0 —n/2 
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I 


16. 


೨16 


| 


‘ಈ dx J ~My 17 

0X Koy Wy; +x 2 ಈ 
i x” dx, j x” +a” dy, x” —ldx 
0 0 I 


XAX ] dx dX 
SE y? x(2+x) 


i sin 046 


——— 
ox +2x+3 


n/2 
ಸ, sin” 046. "feor8d9 
0 | + cos” iu 


2 4 b 
1 | xlog xdx. | x” log xdx. [ log xdx 
| 


u 


n/2 =n/2 
dx (i dx 
b-cosr Me l+sinx 


1 
[sin xdx, [tan Xdx 


0 
7 > T 
| cosxdx.|e” sin xdx 
0 0 


| x”e"dx, | cosh xdx 


0 


lets 


TT TT 

4 3 
[xsin xdx, [x sin xdx 
0 0 
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KY, 


18. 


IY. 


FAN 


TT TT 
[ cos’ 046. [cos OsinOd6 
0 0 


| dx Rees 
pe Xx +6x+10dx 
oVx” +6x+10 0 


SR 
} k BE 


1/6 T/2 
| Sec xdx. | COSecxdx 
0 n/3 


n/2 dx n/2 


J 


0 


dx 


3+4cosx 44SCOSx 


0 
n/4 T/2 
4 
ಈ xd. [sin xdx 
0 


dx 


2 
ma 
BT 
n/2 ps 
24. | xsin” xd. | xcos” xx 
0 n/2 
7 Ss 
“kN [sin 4xcos2r ds [sin 4xsin Sxdx 
0 0 
| 
26. [xtan ‘ xdx 
0 
TC 
27. |— 
cos” x+b” sin” 
i ay 
28. |—— 
೧ +e” 
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ps sin ¥ 
0 © 
| 
xx 


30. 15 +2x+10 0x” +5x+6 


13.3 ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅಮುಕಲಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಗುಣಗಳು 
F(x) ಎನ್ನುವುದು f(x)ನ ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನಮುಕಲವಾಗಿರಲಿ. 
ಅಂದರೆ F(x) =[f(x)dx+C. ಅಗೆ | 


b u 
[fodx=F(b) F(a) ಮತ್ತು [f(x) dx = F(a)- F(b) 
4 b 
ಅಂದರೆ, ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅಮುಕಲದ ಮಿತಿ 0 ಮತ್ತು ಗಿಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲ 


ಮಾಡಿದರೆ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನಮುಕಲದ ಚಿಹ್ನೆ (+ ಮ ಲಿ —) ಬದ ಗುವುದು. 


b 


Lp [fw ydx + | fx)dx 


[| tl {° 


ಬಲಗಡೆ ಭಾಗ EE Fo EES EN 
=F(b)-F(a) = ಎಡಭಾಗ. 


( 


4 4 

[f(wdx=0 ಅಥ = hyo: 

—4 i} 

ಮೊದಲನೆಯ ಅನುಕಲದಲ್ಲಿ ॥--! ಹಾಕಿದಾಗ ಯಃ=-ಡಃ 
ಆಗುವುದು 


a 0 a 
ಈಗ, | Fx = |PedeH| FG) 


| = (1 


J f- n+] f(x) dx 


= 


+] fodr+ | Fld 
0 0 
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ಕಾ 


1ನೇ ಸಂದರ್ಭ: (೪) ಬೆಸ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ 


-f(x)= f(-x) 
| foodr=-[ fldx +] fxd 
“| 0 0 


ಅಥವಾ [f(x)dx = 


2ನೇ ಸಂದರ್ಭ: (೫) ಸಮ ಉತ್ಪನ್ನ 
f(-x)= f(x) 
| fxdx = [Fodx+| fxd 
) 0 | 


- 4 ( 


ಅಥವಾ j Flx)ax = »/ flx)dx 
0 


ನ 


[0 b 
4. Jf(xdx= | f(nydt 


ಎಡಭಾಗದಲ್ಲಿ x=! ಹಾಕಿದರೆ 4೪-0! ಆಗುವುದು. 


b 
"“ ಎಡಭಾಗ =] 8(1)d! = ಬಲಭಾಗ 


u 


b b 
ಅಂದರೆ, [f(wdx=|f(Od 


[44 


ni} fflwdr _ [fa — x)dx 


0 0 


a-೩=1 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ, d4ಸ--4! ಎಂದಾಗುವುದು. 


ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲಗಳು ಮತ್ತು ಅನ್ವಯಗಳು 


| fadr=| fed +| f(x)dx ) 
0 0 
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೫-4 ಆದರೆ 1-0 ಮತ್ತು ೫-0 ಆದರೆ 1-೩ ಆಗುವುದು. 


0 
ಇ ಬಲಭಾಗ =/-f(wdt 


u 


=| fd 
0 

[foods = ಎಡಭಾಗ 
0 


K ffaodr ಹ್‌ [fia — x)dx 
0 0 


6. (1) f(x) ಸಮ ಉತ್ಪನ್ನವಾದಾಗ 


2a 


[(x)dx kp »/ f(x)dx 
0 0 


2a 


| flx)dx=0 
0 
2a 


ಈಗ | fd = f fad + Ffodr 
0 0 a 


2ನೆಯ ಅನುಕಲದಲ್ಲಿ ೩-20-1 ಹಾಕಿದರೆ 4 --4! ಆಗುವುದು. 
xa ಆದರೆ ₹*4, x- 2೩0 ಆದರೆ !=0 
2a 


4 0 
| foodx=|fodx+ | f(2a-1-dr) 
0 4 


0 


[41 0 
=[fxdr-[f2a-t0d 
Jfl)ds J. a—t)dt 


u 


=| fxvdx+| f(2a-tdr 
0 “0 
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=| f(xdx+| f(2a-x)dx (1) 
0 0 


1ನೇ ಸಂದಭ೯: f(20-x)=8() ಇದ್ದರೆ, ಆಗ (1)ನ್ನು ಈ ರೀತಿ 
ಬರೆಯಬಹುದು: 


2a 


| f (x)dx =| f(wdx+ | f(x)dx 
(0) 0 0 


2ನೇ ಸಂದರ್ಭ: 8(20-೫)--8(೫) ಇದ್ದರೆ ಆಗ (1)ನ್ನು ಈ ರೀತಿ 


[eo po] ನ 
ಬರೆಯಬಹುದು: 


f f(x)dx [fxd + |- f(x)dx 
0 0 0 


ಭಿ [fw dx RG: 
0 0 


=0) 
“ | fx)=2| fds. fax XE). SDN 
0 0 
ಮತ್ತು [f(0=0, fa = x)= f(x) ಆದಾಗ. 
0 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


T n/2 
i, “}) sin xdx =2 [sin xdx ಕಾರಣ, sIn(N-x)=sinx 
0 0 


TL 
(11) [cosxdx =0 ಕಾರಣ, C೦S(N-— x)= -—COoSsX 
0 


ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲಗಳು ಮತ್ತು ಅನ್ವಯಗಳು 52| 


n 
y [xsinxdx =1 ಆಗಿರಲಿ. 
0 


1.€. l= |xsinxdx | (1) 
(n-— x)sin(Tt-— x)dx 


(N-—x)Sinxdx (2) 
ಫಲಿತಾಂಶ (1) ಮತ್ತು (2)ನ್ನು ಕೂಡಿದಾಗ 


Tt 4 
44 [sin XAX 
0 
=T(—cosx)) =T(l+1) 


‘ Asin x dx 

» sin +4/cosx 
TO [x | 
ky 0 v ee we 
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wa 


ಸ. 
4 
n/2 
4. [logtanxdx =1 4 0) 
0 
n/2 
T 
[= | logtan( 2-)k 
2 
Iz 
ಮ್‌ [logcot xdx Nl 
0 


ಪಲಿತಾಂಶ (1) ಮತ್ತು (2)ನ್ನು ಕೂದಿದಾಗ 


n/2 
21] = | (og tan x + logcot x)dx 
0 
n/2 
= flog(tan XCOt x) 
0 
- 
ವಾ [log ldx =0 
0 
ie.. 21 =0 I=0 
5 pe XAX 
o (1+ xMl1+ x 3 


x =taಗ6ಿ ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ. ಆಗ, 4೫-56೭ 046 ಆಗುವುದ 


T 
x ಂಂ ಆದಾಗ 0=-, ೩-0 ಆದಾಗ 60-0 ಆಗುವುದು. 


2 


ಹು "RA Wy 8) 04 - ೦9೫ 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕ ಲಗಳು ಮತ್ತು ಅನ್ವಯಗಳು 


AN 


(9) 


A 
2 tanOsec” 0460 


» (l+tan 8)sec” 6 


n/2 


Fe 


9 tnd Gp 
n 1+ tan 


n/2 p 
HA. MS (1) 
ಇ sin 0+ cos 


A : (2 
0 Cos0+sin0 


ಘಲಿತಾಂಶ (1) ಮತ್ತು (2)ನ್ನು ಕೂಡಿದಾಗ 


Ti (sinO +cos8)d0 


2 | 
K (sin 8+ cos 8) 
/2 5 -- 
ME 
p, 4 
ಅಭ್ಯಾಸ 13.2 
n/2 T/2 ್ಕ - 
¥ [sin” xdx = [cos° xdx=— ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
0 0 4 
T 2 
T 
p | xtan pO ಎಂದು ತೋರಿಸಿ 
2 
EF COsx 
cH | —ax=0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ol *SInx 
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/ R 
SEEN 
fi Ss LN 
0 


n/4 


ವ [1og(l + tan x) =  log2 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


0 


A (SIN Xx — COS x) 


o 1+ sin xcosx 


ಇವುಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: 


je cos xdx 
0 NSINX Asin x + cosx 


ಣೌ. B 
fp 3SINX+4COSX 
0 


——————————— (x 


dx 


SIN Xx + COSX 


6 [ava — xdx 
0 


TC 
3 | xtan” xdx 
0 


1S. ip ರ ಈ sin’ xdx 
0 


sin” ಕ ತ ೦s X 


[7 ಎ dx 


SECX + {anXx 


© 


19, 


2:2 xSinx 
l+cos” x 


3, [xl x)" dx 
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10. 


4 


o 1+ SInx 


dx =0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


» Sin” x+Cos” 


X 


j cot x 
0 1+ cot. 


N 


fp asinx+hbcosx 


SINX+COSX 


sin” 


dX 


dx 


dX 


13.4 ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲದ ಅನ್ವಂಯ 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲ ಒಂದು ವಿಸ್ತೀರ್ಣದಂತೆ: 

y= f(x) ಉತ್ಪನ್ನದ ನಕ್ಷೆ ಗಮನಿಸಿ, (೫) ಎನ್ನುವುದು ಧನ ಮತ್ತು 
ಅವಿಚ್ಛನವಾಗಿದೆ ಎಂದು ವಿವರಣೆಯ ಅನುಕೂಲಕ್ಕಾಗಿ ಭಾವಿಸೋಣ. ಸ 
ಮತ್ತು 8ಗಳು ನಕ್ಷೆಯ (ಚಿತ್ರ 13.2) ಬಿಂದುಗಳು ಆಗಿವೆ. ಸ ಬಿಂದುವಿನ 
೩-ನಿರ್ದೇಶಕ ೧ ಮತ್ತು B ಬಿಂದುವಿನ x-ನಿರ್ದೇಶಕ b ಅಗಿವೆ. AN ಮತ್ತು 
BTಗಳು ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಾಗಿವೆ. ABಯೆನ್ನು ಗಸಮಭಾಗ 


b~— 
ಮಾಡಿದೆ; ಪ್ರತಿಭಾಗದ ಉದ್ದ ಗ 
oy n 


ಆಗಿದೆ. , ಪ್ರತಿ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲೂ 
ಲಂಬಗಳನ್ನು ಎಳೆದಿವೆ. 

AN = f(a). AL=h 
ಆದ್ದರಿಂದ, (0) ಎನ್ನುವುದು ALMN ಆಯದಸಲೆ. h(a+h) ಅದರ 
ಪಕ್ಕದ ಆಯದ ಸಲೆ, (042) ಅದರ ಪಕ್ಕದ ಆಯದ ಸಲೆ, ಇತ್ಯಾದಿ. 


ಆಯಗಳೆ ಸಂಖ್ಯೆ ಅನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾಗಿ ಹೆಚ್ಚಾದ ಹಾಗೆಲ್ಲಾ ಅಗಲ ಕಡಿಮೆ 


ಆಗುತ್ತಾ ಬರುತ್ತದೆ. . ಮತ್ತು AB7N ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು 


ಚಿತ್ರ 13.2 
A [pf(a)+ hf (a+ n+ hf(a+2h)+ BR +hf(a+ nih] 
ಆಗುವುದು. 
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Bu 


ABIN S ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 


Melol alfa) + fla+h)+ f(a RF 2h) +... f(a Kin] 


[rods (ಮೂಲಪ್ರಮೇಯದಿಂದ). 


u 


ಆದ್ದರಿಂದ ೪- (4) ವಕ್ರರೇಖೆ, ಅಕ್ಷ ಹಾಗೂ ೫-೩ ೫=ಗನಲ್ಲಿ 
ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು ಇವುಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡ ಭಾಗದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ (ಚಿತ್ರ 
13.3 


ವಿಸ್ತೀರ್ಣ Pe 
} 
=[yds 


[ಕಾರಣ ೪¥=f(x)] 


b 
"ಇ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ [dx 


a 


ಸೂಚನೆ: ಇದೇ ರೀತಿ 1 f(y) ವಕ್ರರೇಖೆ V=a,V 3, ದೇಖೆಗಳು 


ಮತ್ತು Ee -ಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡ ಪ್ರದೇಶದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಸ = [xdy Rd ವುದು. 


[44 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1. *-ಅಕದ ಮೇಲೆ ಫಸ ನಕ್ಸೆಯ ಕೆಳಗೆ ಇರುವ ಭಾಗದ 


-U-(-D]-=P -C-11 -2-3 ಎ3 ಪೂ. ಮಾ. 
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4x42 ನಕೆಯ ಕೆಳಗೆ 1--।1 ರಿಂದ ೫-=2ವರೆಗೆ ಇರುವ 


© 


(NS) 

ಪ್ರೌ 
Il 

py 


2 
ಸಿ [x +x+2)dx 
—1 


“s ) 
ಖು 2 
=|—+—+2x 
: 
—1 
8 4 , } 
=|—+—+4|-|—+—-—2 
2 Je 
2 
Ne ಚದರ ಮೂಲಮಾನ. 
[SR pes AF pe ೮. © 
3. y=ಲಂx ರೇಖೆಯ ಕೆಳಗೆ ik SP = ವರೆಗಿನ ವಿಸ್ಲ್ನೀರ್ಣ 
ಎಷ್ಟು? 
n/2 1/2 
COS X 
A [cot xdx = | — dx 
n/4 a/4 ME 
Mert La 5 
= [logsin x}; sku =510g2 


ದೀರ್ಪ್ವವೃತ್ತದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 


X 


a” 


ಮತ್ತು ೫-ಅಕ್ಷ ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


d 2 2 2 d 
b fox blxNa =x" a ._x 
A=/-— a -—xXdx=——————+—sn — 
a4 a y. 2 a 

k 


b 7 2 2 sl... 108 C 
=—|dVa -d"° -c ac? +a? sin Td 
2a a 


y- K ಸ 
4. + =] ಎಲಿಪ್ಸ್‌ ಮತ್ತು ೫-೭, ೩-0 ಗಳಲ್ಲಿರುವ ಭುಜಗಳು 


ಲ 
9, 
- 


a 


೨೦28 ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


0" ಹಾಕ 


ಮು 


ಗ ಬರಲಿ" 
~ 


ರಾ 


ರ೯ ಎಲಿಪ್‌ ನ ವಿಸೀರ್ಣ = 4. 


ನೂ 


pe 
೨) 


A 
wy Dv 


[0 


pe 


ಶು (0. 0) 
ಕರಣಗಳ 


ಕಲದ ಮಿತಿಗಳ 


pe 
“de 


೧ 


~~ N 


ಲ್‌ 


ಲ 


PR 


-/ 


ಈ 


0 


[4 | 
dx — | AXdX 


pS 


4; 
| Dax —X 
0 


ರ A 


x=al(l—cos8) 


n/2 
dx = [a sin” 946 


> 


4 
| Dax — Xx 


1 


/ 


ವಿರ್ದಿಷ್‌ ಅನುಕಲಗಳು ಮ 


6. ಒಂದು ವೃತ್ತದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ (ತ್ರಿಜ್ಯ a) 


a P. . & R K 
ಒಂದು ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ೫+ ೨೩” ಎಂದು ಬರೆಯ 


p 7 
ಬಹುದು. ಆದ್ದರಿಂದ, y= Va” x” 
[0 > 
A= ವಿಸೀರ್ಣ u3| a‘ —x"dx 
po) 


ನಾ 


R 
7 y=4x-x-3 ವಕ್ರ್ತರೇಖೆ ಮತ್ತು ಅಕ್ಷ ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ 


ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂದುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
7 ಹ & 
y=4- ೫-3 ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ೪-0 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ 
4x-x"—3=0 


ಅಥವಾ x -4x+3=0 


ಅಥವಾ (x-3)-1)=0 


ಅಂದರೆ ವಕ್ರರೇಖೆಯು (1, 0), (3. 0) ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಹಾದು 
ಹೋಗುತ್ತದೆ. 


530 ಗಣಿತ ವಿಜಾನ 
ad 


3 $j 4 
A=|(4x-x°—3dx =|4. 5-3-3 


ಚದರ ಮೂಲಮಾನ 


=(18-9-—9)- ಸ ಬ 
£ 3 
8. y=4x ಮತ್ತು *'-4) .ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ವಏಸ್ತೀರ್ಣ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
y” =4x, x =4)y ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಟಸಿಟಿಬ್ರಿ್‌ ಭ್‌ = 4 
ಬರುತ್ತದೆ. 
4 


ಈಗ, A= [2 xd: 
0 
4 
-[2-3,| 
5 
B.A 
ಜಥ ಚದರ ಮೂಲಮಾನ 
3 3 3 
v lx ¥ | 10 
A slr Sd (64-0) =— 
12 
0 * 6 
ಬೇಕಾದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಹೈ -ಸ್ಕಿ 
) / 
pe sel ಚದರ ಮೂಲಮಾನ. 
ನಾಸ 4 3 
ಅಭ್ಯಾಸ — 13.3 


Xx 


ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿದಿಯಿರಿ. 


ರೇಖೆಯ ಕೆಳಗೆ 1ರಿಂದ 2ರವರೆಗೆ ಇರುವ 
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hu 


~ 


=0 ಯಿಂದ ೫-!ವರೆಗೆ y-೫-೫ ರೇಖೆಯ ಕೆಳಗೆ ಇರುವ 
2 ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

y=x",y=0 ಮತ್ತು ೩-3ಗಳಿಂದ ಆವೃತವಾದ ಭಾಗದ 
y=x.x=0 ಮತ್ತು y-8ಿಗಳಿಂದ ಆವೃತವಾದ ಭಾಗದ 


x=3 ರೇಖೆಗಳ 


ಸ 
x-ಅಕದ ಮೇಲೆ ೪-4-೫" ರೇಖೆಯ ಕೆಳಗೆ ಇರುವ ಭಾಗದ 


- ಎ wo ~~ ~ 
yaar ಮತು y=sinxs ರೇಖೆಗಳ ವಡುವೆ ೫೯0 ಯಿಂದ 
Tt pe pe © PAN 3} 
A ರೆಗಿವ ವಿಸಿೀೀರ್ಣ್‌ USN) 
pe ೬ 
ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ರೇಖೆಗಳು, ೩-ಅಕ್ಷ ಮತ್ತು ಕೊಟಿ ರುವ 
? ಮ sf “F 


ma 


[XN ಈ A ನವು pe) pS J e PS 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ೪-ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ಲೀರ್ಣವನ 


ಕಂಡುಹಿದಿಯಿರಿ. 
(1) y” =4ax(a>0) x=4.x=9 
(i) ¥=2cosx-sinx=0.x= 


AW 
2 


(iii) y=e ala [ 


+ 6 
vy, wal, #22 


p 
(wv) yer =Sx+ ral x=6 


(Vv) y=— 
Xx” +1 


10. N25 -x” =12 dೇಬೆ ಮತ್ತು (0 5) ಮತ್ತು (4,4) 
8) 


KS 


ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿನ ಜ್ಯಾ ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ 


ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ 


Il. Ss we? yx+5)=9 ಈ ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ 


೬) 
೬ 
WS; 
mM 
él 
[oe § 
೪) 
bl 
£ 
[3 
4 
© 


4 
12. ; is ಮತ್ತು 3'-4y-8=0 ಈ ರೇಖೆಗಳ 
13. x =4ay +40 ಪ್ಲಾರಾಬೊಲಾ ಮತ್ತು 3%+4y -0ಗಳ ನಡುವಿನ 


14. ಕೆಳಗಿನ ರೇಖೆಗಳು, *- ಅಕ್ಷ ಮತ್ತು ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿನ 
ಭುಜಗಳು ಇವುಗಳನ್ನು ಕ ಡ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


X 
(1) y=ccosh— X=, xh 

A 
(ij y=e" fk xh 
(an) y =logx x=a,x=b 
p b [ y, p, 2 
(V)yy=-—Aa "=x" X=¥a =p". xm 


p +. 
IS>¥=8~x ಮತ್ತು ೪-೪೫ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ 
ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಫಿ 
ಊ 


T 
16. =sin2xCcos2x ರೇಖೆ, x- ಅಕ್ಷ ಮತ್ತು 1-0, ಸ ನಡುವಿನ 


- 


ಖಸ್ಲೀ ರವನ್ನು ಕಂ ಡುಹಿದಿಯಿರಿ. 


17. y=x’ y=೪x ರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಎಷ್ಟು? 
18. y=21(3-x) ಮತ್ತು -ಅಕ್ಸಗಳ ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡು 


ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ನ ಹಿ ಶ್ರು ತಿಶತಮಪಿ "ಶೀತೋಗ್ಗಿಃ ಅಪ್ರಕಾಶೋ 
ವಾ? ಇತಿ ಬುವತ್‌ ಪಾಮಾಣಮುಪೆ,ತಿ 
ee ಗ ಶ ಲ 
- “ನೂರು ಶ್ರುತಿಗಳೂ (ವೇದೋಪನಿಷತ್ತುಗಳು) 


"ಬೆಂಕಿಯು ತಣ್ಣಗಿದೆ ಎಂದಾಗಲೀ ಅಥವಾ ಪ್ರಕಾಶಮಾನವಾಗಿಲ್ಲ 
ಎಂದಾಗಲೀ’ ಹೇಳಿದರೆ ಅವು ಪ್ರಾಮಾಣ್ಯವನ್ನು ಹೊಂದುವುದಿಲ್ಲ.” 
- ಆದಿ ಶಂಕರಾಚಾರ್ಯರು 
(ಭಗವದ್ಗೀತಾ ಭಾಷ್ಯ, ಆ.೧೮, ಶೋ.೬೬) 
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ಅಧ್ಯಾಯ 14 


ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


14.1 ವ್ಯಾ ಖ್ಯೆಗಳು 

ne ತ ನ್ನದ ಅವಕಲ ಸಹಾಂ ಕಗಳನ್ನೂ ೫, y ಇತ್ಯಾದಿ ಚರಗಳನೂ 
ಪರಸ್ಪರ ಸಂಬಂಧ ಕಲ್ಪಿಸುವ ಯಾವುದಾದರೂ ಸಮೀಕರಣ ಅವಕಲಿತ 
(ಅಥವಾ ಅವಕಲನ) ಸಮೀಕರಣ ಎಂದು ಹೆಸರು. 


ಈ; ಅವಕಲಿತ ಸಮಿ:ಕರಣದಲ್ಲಿ ಲಭ್ಲವಿರುವ ಅವಕಲ ಸಹಾಂ 
- ಗ) 
ಗಳಲ್ಲೆಲ್ಲ ಅತಿ ಹೆಚ್ಚಿನ ದರ್ಜೆಯ ಸಹಾಂಕದ ದರ್ಜೆ ಯಾವುದಿದೆಯೋ 
ಅದಕ್ಕೆ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ದರ್ಜೆ (ಅರ್ಡರ್‌) ಎನ್ನುವರು. 


ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ಲಭ್ಯವಿರುವ ಅತಿ ಹೆಚ್ಚಿನ ದರ್ಜೆಯ 
~~ pn pe 
ಅವಕಲ ಸಹಾಂಕದ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಘಾತ ಸ ಇದೆಯೋ ಆ 
ಘಾತವನ್ನು ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ಪ್ರಮಾ ಣ (ಮಟ್ಟ, ಡಿಗಿ) ಎನ್ನುವರು. 
A 4 


dv 
tox ray =D 
Fg. ) 


ದರ್ಜೆ (ಆರ್ಡರ್‌) = 4 
ಮಟ್ಟ (ಡಿಗ್ರಿ) =1 


(ne) 
dx dx dx” 


ದರ್ಜೆ 2, ಮಟ್ಟ 1 


» 


MN 
Ww 
pe 
el 
4 
ts 

5 

೩ 


ರಿ 
ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳು ಲಭ್ಮವಿರುತ್ತವೆ. ಇವು ಅನೇಕ 
ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ಗಣಗಳಿಗೆ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಅನ್ವಯಿಸುವ ಗುಣಗಳನ್ನು 
ತಿಳಿಯಲು ಸಹಾಯ ಮಾಡುತ್ತವೆ. 


೦ದು ಅವಕಲಿತ ಸಮೀ "ಕರಣವನ್ನು ಪಡೆಯಲು, ಉತ್ಪನ್ನದಲ್ಲಿ ಬರುವ 


el 
ಸ್ಥಿರಗಳನ್ನು ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಬೇಕು. ಆಗ ಬರುವ ಅವಕಲಿತ 


14.2 ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳ ರಚನೆ 
ಉದಾಹರಣೆ: y=-ಗಣ೫+ಲc ಎಂಬುದು ಒಂದು ಸರಳ ರೇಖೆಯನು 
ತಿಳಿಸುವ ಸಮೀಕರಣ 
K dv 
ಇದನು ಅವಕಲಿಸಿದರೆ - = (1) 
dx 
4 
& dy 
ಮತ್ತೊ ೦ದು ಸೈಲ ಅವಕಲಿಸಿದರೆ ಹಲಿ 4?) 
dx 
ಎಂದಾಗುತ್ತವೆ. ಮೊದಲನೆಯ ಅವಕಲನದಿಂದ € ಎಂಬ ಸಿರವು ವಿಲೋಪ 
ed 
ವಾಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ (ನ ಯಾವುದೆ: ಬೆಲೆ ಇದ್ದರೂ, ಸತ್ಯವಾಗುವ (1)ನೇ 
[0೪ [SY 
ಸಮೀಕರಣ ಒದಗಿದೆ. ಈ ಸಮೀಕರಣವು ೯ನ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ 


ಬರುವ ಎಲ್ಲಾ 


ಎರಡನೆಯ ಅವಕಲನದಿಂದ € ಮತ್ತು mM ಎರಡು ಸಿರಗಳೂ ವಿಲೋಪ 
$4) 
2 
ಎಳಿ <= Kh dy 
ವಗಿವ. ಈಗ ಬಂದಿರುವ 2ನೆಯ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣ 3 = (} 
dx” 
ಎನ್ನುವುದು ” ಮತ್ತು ಗಳ ಬೇರೆ''ಜೇರೆ. ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಬರುವ ಎಲ 
ರೇಖೆಗಳಿಗೂ ಇರುವ ಸಾಮಾನ್ಯ ಗುಣವನ್ನು ತಿಳಿಸುತ್ತದೆ. ಅಂದ ದರೆ ಈ 


ರೇಖೆಗಳ ವಕ್ರತೆ (ಕರ್ವೇಚರ್‌) ಶೂನ್ಯ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತದೆ. 


9 


Pe 
$೬ 
pve 


AN 
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— 1 


dx" 
ವಿನ್ನುವುದು ಎಲ್ಲಾ ರೇಖೆಗಳ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣ ಎಂದಾಯಿತು. ಈ 
ಅವಕಲಿತ ' ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರ (ಸೊಲ್ಯೂಷನ್‌) y= 


ಲ 


ಆಗುವುದು. ಇಲ್ಲಿ, Mm ಮತ್ತು ಗಳು ಇಚ್ಛಾನುಸಾರ (ಆರ್ಬಿಟ್ರರಿ) ಆಯ್ಕೆ 
ಮಾಡಿದ ಸಿರಗಳು. 


ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ, ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ಇರುವ ಸಿರಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯಷ್ಟೇ 

್ಸ ep 
ದರ್ಜೆ' ಇರುವ ' ಅವಕಲಿತ' ಸಮೀಕರಣವನ್ನು " ವಿಲೋಪನದಿಂದ 
ಪಡೆಯಬಹುದೆಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸಿ. ಉದಾ: ' ೪ =m +೭ಯಲ್ಲಿ 2 


ಸಿರಗಳಿಗೆ ಮತ್ತು (2)ನೇ ಸಮೀಕರಣದ ದರ್ಜೆಯೂ 2 ಆಗಿದೆ. 


Wy 


1. ತಂಪ್ರ ಮಾಡುವ ಬಗ್ಗೆ ನ್ಯೂಟನ್ನಿನ ನಿಯಮ 
eee ಉಷ್ಣ ವಸುವು ತಂಪಾಗುವ ದರವು. ವಸುವಿನ ಮತ್ತು 
ಪರಿಸರದ ಉಷ್ಟತೆಯ ವ್ಯತ್ವಾಸಕ್ಕೆ ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿದೆ. ಆ 
d0 


“= -k(0-8) 
dt 0 


2. ಸರಳ ಸಂಗತ ಚಲನೆ (ಸಿಂಪಲ್‌ ಹಾರ್ಮೋನಿಕ್‌ ಮೋಶನ್‌) 
(ವೇಗೋತೃರ್ಷವು' ದೂರಕ್ಕೆ' ಅನುಪಾತೀಯವಾಗಿದೆ.) 
dx 


dt” 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
I. ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ಬರುವ ಸ್ಲಿರಗಳನ್ನು ವಿಲಛೋಪನ .ಮಾಡಿ 
ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ರಚಿಸಿ. 
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dx 
dy y 
ಅಥವಾ 2). 
ax 
dy 
“© ZX =y 
dx 
_ 
% AE 
dv 
*° y= 
dx 
ಸ ್ಜ % 
LO 
dv 
2x+2y—=0 
dx 


dv 
® 2x+2y—-a=0 
dx 
y 
ay xy 
ಅಥವಾ 2x42) =1) 
dx X 


3 yd 


y "NX a’ | 9 4 
— =qne" —bne 


KX 
¥s 
d i Ns 
ಅಥವಾ y = ane” Fh bn”e HX 
2 
dx 
"A n>(ae™ Sk be™) 
4 
dy 
ಅಥವಾ ನ್‌ n” y 
dx 
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೨37 


dy 
2x-2y—=0 
dx 
dy 
ಅಥವಾ x-y- 0 
dx 
7. x =4by 
dy 
2x =4b— 
dx 
dy 
ಅಥವಾ x-=2hb-- (1) 
dx 
fy. 
ಈಗ (1)ರಲ್ಲಿ b=-—- ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 
2x” dy ಕ Mh 
N= — ಅಧವಾ ad 
4y dx 2¥ dx 
1 
ಅಥವಾ CE 
dx 
GS —ay =0 
1 ly 
ye 0 
Wx dx 
AN 
ಅಥವಾ 2x+ (2y-0)=0 
dx 
» 24y 
ಅಥವಾ J 
dx 
9 
a b 
bx+ay =ab 
ಈ ಸಮೀಕರಣವನು ನಿಷನಿಸಿದಾಗ 
ಇ - 
dv 
b+a—=0 
dx 
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a 


dy 
Rh 
dx 
] Hy)” 
0G 
ಅಥವಾ y= kd x + 2] 
dx x 


I]. ಕೆಳಗಿನ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳಿಗೆ ದರ್ಜೆ ಮತ್ತು ಖಾ 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
EY. 
(1) ಮ 4v=0 ದರ್ಜಿ 3: ಪಮಾಣ! 
dX dx pi 
We > Ad Vy 
(i) x ——+2xN—+y=0 :ದರ್ಜೆ2ಪಮಾಣ 
dN dx 
42 (dv ip 
(111) RF ps | +y=0 ದರ್ಜೆ 2 ಪಮಾಣ 
AN” dx ) 4 
3 3 
RNS dV Adv A 
VE 2] +y° =0 ದರ್ಜೆ 3, ಪಮಾಣ 1 
dx dx dx 
(dv Wy 
(V) M——| +y=a ದರ್ಜೆ |, ಪಮಾಣ 2 
\ dx KK 
3 
dE dv 
ಗ IK: so ದರ್ಜೆ 2. ಪಮಾಣ 2 
| dx” dx ಈ 
n n—] 
ಸ y Be dv 
V11 lh rk ದರ್ಜೆ ಗ ಪಮಾಣ 
dx” ೌ ೬ dx 4 
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ಅಭ್ಯಾಸ 14.1 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಮೀಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಥಿರಗಳನ್ನು ವಿಲೋಪಿಸಿ ಅವಕಲಿತ 
ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


1. ೫y=೭"ನಲ್ಲಿ ಯನ್ನು ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ. 
(1 ಗಿ ಕಾ! [= pe) 
2. V=nx+— ನಲಿ nನು ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ. 
- fee) [= 
Ml 2 
3.. xC0s0%+ ysin0=p ಇದು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿದ p ಅಂತರ 
ದಲ್ಲಿರುವ ಸರಳ ರೇಖೆಯನ್ನು ER ಮೂಲಬಿಂದುವಿವಿಂ 
ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ ಲಂಬವು -ಅಕ್ಷದೊಂದಿಗೆ ಮಾಡುವ ಕೋನವು ೩. 
(1) 0 ಪಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ. 


(1) p ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ. 


(1) ೩ ಮತ್ತು p ಎರಡನ್ನೂ ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ. 
hx a ಕ 
4. y=ಸೀ"ನೆಲ್ಲಿ ಸ್ಥಿಮತ್ತು b ಎರಡನ್ನೂ ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ 


2 K 

5. y=Ax +Bx+C ಇಲ್ಲಿ ಬರುವ ಎಲ್ಲಾ ಸಿರಗಳನ್ನೂ ವಿಲೋಪನ 
ಮಾಡಿ. 

6. y=ಸಂಂsm+ Bsnmxನಲ್ಲಿ ಸೆ ಮತ್ತು ಔBಗಳನ್ನೂ ವಿಲೋಪನ 


ಮಾಡಿ. 


7. y= Asin”! x+ Bನ ನಲ್ಲಿ A.B ಗಳನು ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿ. 


8. y=Alಂgx+B ಇದರಿಂದ ಬರುವ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವು 


dy dy 
ಸ dX 


= ಎಂದು ತೋರಿಸಿ 


9. Ax+೬B= ay ಇದರ ಅವಕಲಿತ ಸಃ ೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
10. Ax’ + By’ =1 ಇದರ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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14.3 ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರ 
ಕದಗಳಿಗೆ "ಇರುವ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ನಿಷ್ಟ ನ್ದ ಪಗಳಿಲದೆಯೇ ತಿಳಿಸುವ 


| ಪಾ 
ದು ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರ" ಎ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 
ಮತು 


Meat 
Y 
basis ಇದರಿಂದ ಹೊಂದುವ Wie ಅವಕಲಿತ 


ps) 


ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ತೃಪ್ತಿ (ಸಮಾಧಾನ) ಪಡಿಸುತ್ತದೆ. ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ 
ಚರಗಳಿಗಿರುವ ಸಂ ಬಂಧವನ್ನು ತಿಳಿಸುವ ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಅವಕಲಿತ 
ಸಮೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರ ಅಥವಾ ಅನುಕಲ (ಇಂಟೆಗ್ರಲ್‌) ಎನ್ನಬಹುದು. 


SR 
ಉದಹಾರಣೆಗೆ »=-ಸAಂಂ$sx+ Bsin x,ಎಂಬುದು ೩.y ಚರಗಳಿಗೆ ಇರುವ 


Ey N NS RS aE 
ಸಂಬಂಧವನ್ನು ತಿಳಿಸುವ ಒಂದು ಸಮೀಕರಣ. 


dy dy 

ಇದರಲ್ಲಿ -,-್‌ ಇತ್ಯಾದಿ ನಿಷ್ಟನ್ನಗಳು ಕಾಣಬರುವುದಿಲ್ಲ 
¢ dx dx” UW € 
&n y=Acosx+ Bsinx eel) 
i 
ವ ¥ 
ಬಗ ೨ ty 0 
dx” 
ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರ ಎಂದು ತೋರಿಸೋಣ. (1)ನ್ನು 
ಬವಿಷ ಬ ಸಿದಾಗ 
ಆ" 

dV i 

—=-—Asinx+ Bcosx 

dx 
ಇನೊ ಮೆ. ನಿಷನಿಸಿದಾಗ 

ಜ್ಸ ಆ ಲ ಇ 
2 

dy | m8 

EF —Acosx-— Bsinx=-—(Acosx+ Bsinx) 

dx 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದರಲ್ಲಿ (1)ನ್ನು ಬಳಸಿದಾಗ 


dy 


% y=-Acosx- Bsinx+ Acosx+ Bsinx =0 


ಆದರಿಂದ 
[9 
y=Acosx+ Bsinx 
ಎನ್ನುವುದು ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರ ಎಂದಾಯಿತು. 


(2) y= Acಂsx+sinx ಎನ್ನುವುದು 
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dy Ml ಸ 
cosx— + ysinx =1ರ ಪರಿಹಾರ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


dx 
y = ACOSX +SINX is ( 18 
dy ಮ 
—=-—ASINX+COSX Be: py 
UX 
dy i p 
(1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ y, Fad ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ 
dx 


dv 
COSX— + ySinx 
dx 


= COSX(—ASINX + COSx) + (ACOSX + SIN X)SIN x 
೫ ೧ | K..& 
= —ACOSXSINX+COS X+ACOSXSINX+SIN Xx 
2 3 
SCORE el 


ACOSX+SINX 


ವ್ರ 
Il 


ಈಗ, (1)ನ್ನು ಎರಡು ಸಲ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ 


ವ) 
AX > 
2Ax+2By- =0 ಅಥವಾ Ne RY 
dx dx 
ಮಠ 4 Dy 
dx dx dx” 
dy dy 
ಅಥವಾ A+B) —| +y—<—1=0 (4) 
dx 2 
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ಈಗ, (3) ಮತ್ತು (4)ರಿಂದ ೩. B ಗಳನ್ನು ವಿಲೋಪನ ಮಾಡೋಣ. 
ಸಮೀಕರಣ (4)ನ್ನು *ನಿಂದ ಗುಣಿಸಿದಾಗ 


ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು Bಯಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ 
[= 


( dy 29 1x dy 
M+. V ¥ } fe 
(dx) ಷಹ dx 


=0 


dx) & dx” | “AX 


ಸೂಚನೆ: ಈ ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಗಳಿಂದ ಒಂದು ಅವಕಲಿ 
ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರದಲ್ಲಿನ ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಬೀಜಗಣಿತದ 


ಶಿ 
ವಿಧಾನಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ ವಿಲೋಪನ ಮಾಡಿದರೆ, ಪರಿಹಾರಕ್ಕೆ 
ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದೆಂದು 


ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗುವುದು. 
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ಉದಾಹರಣೆ 

(xh) +(y-k) =a? 1) 

ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿನ ಸ್ಲಿರಸಂ ಖ್ಯ I ಮತ್ತು k ಗಳನ್ನು ವಿಲೋಪನ 
ಮಾಡಿ ಸಂಬಂಧಪಟ್ಟ ಅವಕಲಿತ' ಸಮೀ ಕರಣ ವನ್ನು ಕಂಡುಟಡಿಯಿರಿ 
ಈಗ, (1)ನ್ನು ಎರಡು ಸಲ ನಿಷ್ಟನ್ನಿಸಿದಾಗ 


xh) + 2-1) =0 ಅಥವಾ (x Sey 0 sk) 


dx dx 
d 
© E-he=-y-2 
dx 
ಇದನ್ನು (1)ರಲ್ಲಿ ಹಾಕಿದಾಗ 


K | 
YN & 
pf pye ¥(y-K) =a” +.) 
(dx | 
ಐಂದಾಗುವುದು. ಈಗ, (2)ನ್ನು ಪುನಃ ನಿಷ್ಪನ್ನಿಸಿದಾಗ 
| d” Y 
(YK fy) = 
dx” Nac) 
64] 
| 3 p 
ಅಥವಾ LE $4) 
4 
dx 


ಘಲಿತಾಂಶ (4)ನ್ನು (3)ರಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದ 


272 
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CN ಫಸವಿಕಿ NTS: LAS 
ಅಥವಾ... 


ಇದು (x) + ೨೬) 4k ಪರಿಹಾರವಾಗಳ್ಳಿ 'ಅವಳಲಿ ಛಿತ ಸಮೀಕರಣ. 


Ww 


Kr 14.2 


l.-xy=ce" +he 5 +x ನ್ನು ಪರಿಹಾರವಾಗಿ ಉಳ್ಳ. ಅನ ಕಲಿತ -ಸಮೀ- 
ಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2° y=Ae* + Be” '4 €೮*ನ್ನು ": ಪರಿಹಾರವಾಗಿ- ಉಳ್ಳ ಅನುಕಲಿತ 


"ಸಮೀಕರಣವನ್ನು: ಕಂಡುಒಡಿಯಿರೆ.' £ ಜಂ ಜಡಿ ಕಗಗ 
ಸ e*(Acosx + Bsin x)ನ್ನು ಪರಿಹರವಾಗಿ' ಉಳ್ಳ" ಅಮಕಲಿತ 
ರ ಹುಮೂಹರಸಿಕೆರಕಂವ TOG AS TEAS 
2 ಲ 

4. ೪ =4a(x+೩)ನಲ್ಲಿ ಸ್ವರಸಂಖ್ಯಿ ಗಳನ್ನು ವಿಲೋಪನೆ*ಹಾಡಿ: 

ಸಂಬಂಧಪಟ್ಟ ಅನುಕಲಿತ ಸವಿ ನೀಕರವನ್ನು. i 
ಸೂಚನೆ: f(xy. ವ)ಿ೨ರಡದೆನ್ನು ಪ ಉಳ್ಳ 
ಇತ Pa) 


೨ ಷಸ ಜಾನೆ ಫಿ ಕ್‌ೆ y 
ಅಮಕಲಿತ a ಪಡೆಯಲು ಗ ಸ್ಲಿರಸಂಖ್ಯಗಳೆನ್ನು ವಿಲೋಪವ 


ಮಾಡಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. ಅದಕ್ಕೆ ೧1೬1 ಸಮೀಕರಣಗಳು ಅಗತ್ಯ. ಕೊಟಿ ರುವ 


[8 
ಸಮೀಕರಣ ಮತ್ತು ಗಸಲ ನಿಷ್ಟನ್ನ ಮಾಡಿದಾಗ : ದೊರಕುವ 
ಸಮೀಕರಣಗಳು ಒಟ್ಟು (n+1) ಸಮೀಕರಣಗಳು ಆಗುತ್ತವೆ.” 

ಅನುಕಲನಶಾಸ್ತದಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿ ತಿಯೊಂದು ಉತ್ಪನ್ನಕ್ಕೂ 'ಅನುಕಲವನ್ನು ಕಂಡು 
ನಾ 
ಹಿಡಿಯುವುದು ಅಸಾಧ್ಯ ಎಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇ y ಪರ್‌” ರೀತಿ, ಅವಕ ತ 


ಸಮೀಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ಪರಿಹಾರವನ್ನು; ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು" ೬ ಏಲ್ಲ "ಸಂದರ್ಭ 

ಗಳಲ್ಲೂ ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. ಇವುಗಳನು ಕೆಲವು ವರ್ಗಗಳಾಗಿ ವಿಂಗಡಿ 

ಪರಿಹಾರದ ವಧಗಳನು ತಿಳಿಸಲಾಗು ವುದು. ಈ ವರ್ಗಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು, 
ಸಮಿ 


4 [e' 
“ಚರಗಳನ್ನು ಬೇರ್ಪಡಿಸಬಹುದಾದ'' ಕರಣಗಳು (ಸಪ ರೇಶನ್‌ ಆಫ್‌ 


ಜೇಕಯಬರ್‌ 3% 
~~ ' 
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14.4 ಚರಗಳನ್ನು ವಿಂಗಡಿಸಬಹುದಾದ ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳು 
ಇಂತಹ ಸಮೀಕರಣಗಳಲ್ಲಿ dನ ಸಹಾಪವರ್ತನ ನ್ನು ಮಾತ್ರ 
ಒಳಗೊಂಡ ಉತ್ತನ್ನವೂ, 4) ನ ಸಹಾಪವರ್ತನ )ನ್ನು ಮಾತ್ರ ಒಳಗೊಂಡ 
ಉತ್ಸನ್ನವೂ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
f (x)dx + WH y)dy =0 wil} 
ಈ; ರೀತಿ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು, ಚರಗಳನ್ನು ವಿಂಗಡಿಸಬಹುದಾದ 
ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣಗಳು ಎನ್ನು ವರು. ಇದರ ಹರಿ ರ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು 
f (x)dx = —W y)dy 
ಎಂದು ಬರೆದು ಎರಡು ಕಡೆಯೂ ಅನುಕಲಿಸಬೇಕು. ಆನಂತರ ಎರಡು 
ಅಮುಕಲಗಳ ಮೊತ್ತ ವನ್ನು ಒಂದು ಸ್ಥ ರಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಸಮ ಎಂದು ಬರೆಯಬೇಕು: 
| fx)dx + | v)dy =c el) 
ಸಮೀಕರಣ (2) ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣ (1)ರ ಪರಿಹಾರ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


dy 
|: i =] ಅವಕಲಿತ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 
Xv 


. ಇದನ್ನು Bo 
dx 


dy dx 
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ನಿಗದಿತ ಚಟುವಟಿಕೆಗಳು (ಅಸೈನ್ಮೆಂಟ್ಸ್‌ ) 
ವಿಷಯಗಳು 
ಎ-ಮಾದರಿ 
P ಯಂತ್ರ ವಿಜ್ಞಾನಕ್ಕೆ ಸದಿಶಗಳ ಅನ್ವಯ - ಕೆಲಸ, ಒಂದು ಬಿಂದುವಿಗೆ 
ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಒಂದು ಬಲದ ಮಹತ್ತ್ವ, ಒಂದು ಯುಗ್ಮದ ಮಹತ್ತ್ವ ಮತ್ತು 
ಲೆಕ್ಕಗಳು. 


2. ಸಮಶೇಷೀಯತೆಯ ಅನ್ವಯ ದೊಡ್ಡ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಲ್ಲಿನ ಕೊನೆಯ ಅಂಕಿಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು. 
ಸಮಶೇಷೀಯತೆಯ ಸಮೀಕರಣಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 
ಅಸಮಶೇಷೀಯತೆಯ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು. 

3. ಕೋಶಗಳ ಅನ್ವಯಗಳು - ಕೇಲಿ ಹ್ಯಾಮಿಲ್ಪನ್‌ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಆಧರಿಸಿ 
ಕೋಶದ ವಿಲೋಮವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು. "“ರಿಡಕ್ಟನ್‌”' ಪದ್ದತಿಯಂತೆ 
ನೋೀಶದ ವಿಲೋಮವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು. ಫನೋಶದ ರ್ಯಾಂಕ್‌ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು. 

4. ಉಪಸಂಕುಲದ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಆಧರಿಸಿದ ಲೆಕ್ಕಗಳು. 

೨. ಛೇದಿಸುವ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಜ್ಯಾವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು. 

6. ಶಂಕುಜಗಳ ಪ್ರಮಾಣಕ ಗುಣಗಳನ್ನು ಆಧರಿಸಿದ ಲೆಕ್ಕಗಳು. 

7. ಡಿಮೊಯ್ದರ್‌ನ ಪ್ರಮೇಯದ ಅನ್ವಯಗಳು - ಮಿಶ್ರಊಹ್ಯಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗ" 


ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು. 
sin 36 ಮತ್ತು €೦$3ರಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ s1n0 ಮತ್ತು cಂ$60 
ರೂಪಗಳಲ್ಲಿ ವಿಕಸನಮಾಡುವುದು. 
8. ನಿಷ್ಪನ್ನಗಳ ಅನ್ವಯಗಳು - ಉತ್ಪನ್ನದ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು. 
ಬಿ-ಮಾದರಿ 
ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ ಪ್ರಖ್ಯಾತ ಗಣಿಜ್ಞರ ಸಾಧನೆಗಳ ಬಗ್ಗೆ ಅರಿವು ಮೂಡಿಸುವುದು. 
1. ಲೈಬ್ನಿಜ್‌ 2. ನ್ಯೂಟನ್‌ 3. ಆಯ್ಲರ್‌ 4. ಗೌಸ್‌ 5. ಕೌಷಿ 
6. ಡೆಕಾರ್ಟೆ 7. ಹರೀಶ್‌-ಚಂದ್ರ 8. ಶ್ರೀನಿವಾಸ ರಾಮಾನುಜನ್‌ 
9. ಕೇರಳದ ಗಣಿತಜ್ಞರುಗಳಾದ ;. ಮಾಧವ i. ಪರಮೇಶ್ವರ 
iii. ನೀಲಕಂಠ v. ಅಚ್ಯುತ ಪಿಷಾರಟಿ 
ಸೂಚನೆ: 5 ನಿಗದಿತ ಚಟುವಟಿಕೆಗಳಲ್ಲಿ ಕನಿಷ್ಠ ಎರಡು ಎ-ಮಾದರಿಯದ್ದು ಹಾಗೂ 
ಎರಡು ಬಿ-ಮಾದರಿಯದ್ದು ಆಗಿರಬೇಕು. ಉಪನ್ಯಾಸಕರು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗೆ ಆಸಕ್ತಿ 
ಹುಟ್ಟಿಸುವಂತಹ ಯಾವುದೇ ಇತರ ಗಣಿತ ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಆಯ್ಕೆ ಮಾಡಬಹುದು. 
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ನಿಯೋಜನೆಗಳು (ಪ್ರಾಜೆಕ್ಟ್ಸ್‌) 
ಸೂಚನೆ: ದ್ವಿತೀಯ ಪಿ.ಯು.ಸಿ.ಯ ಪ್ರತಿಯೊಬ್ಬ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವ 
ಯಾವುದೇ ನಮೂನೆಯ ಐದು ನಿಯೋಜನೆಗಳನ್ನು ಮಾಡಬೇಕು. ಉಪನ್ಯಾಸಕರು 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ನಿಯೋಜನೆಗಳನ್ನು 10 ಅಂಕಗಳಿಗೆ ಮೌಲ್ಯಮಾಪನ ಮಾಡಿ ನಂತರ 
ಎಲ್ಲಾ ನಿಯೋಜನೆಗಳ ಒಟ್ಟು ಅಂಕಗಳನ್ನು 5 ಅಂಕಗಳಿಗೆ ಪರಿವರ್ತಿಸಬೇಕು. 
ನಿಯೋಜನೆ 1: ಸಂಕುಲ - ಸಂಕಲನ ಅಥವಾ ಗುಣಾಕಾರ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಗಳನ್ನು 
ಹೊರತುಪಡಿಸಿ ಇತರೆ ಪರಿಕ್ರಿಯೆಗಳಿಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ಸಂಕುಲಗಳ ರಚನೆಗಳು. 
ನಿಯೋಜನೆ 2: ಪಠ್ಯಕ್ರಮದಲ್ಲಿರದ ಶಂಕುಜಗಳ ಇತರೆ ಗುಣಲಕ್ಷಣಗಳು. 
ನಿಯೋಜನೆ 3: ವೃತ್ತಗಳ ಸಹವ ಎಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಹಾಗೂ ಸಹವರ್ತಿ ವ್ಯವಸ್ಥೆ. 
ನಿಯೋಜನೆ 4: 
(1) ಪ್ಯಾರಬೊಲಾ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಆಧರಿಸಿ ಅದರ ಆಕೃತಿಯ ರಚನೆ. 
(1) ಛೇದಿಸುವ ಸಮಾನಾಂತರ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ವರ್ಗ ಮತ್ತು ಏಕಕೇಂ ದಿಯ 
ವೃತ್ತಗಳ ವರ್ಗಗಳನ್ನು ಆಧರಿಸಿ ಪ್ಯಾರಬೊಲಾದ ರಚನೆ. 
(111) ಕೆಳಗೆ ಸೂಚಿಸಿರುವಂತೆ ಪ್ಯಾರಬೊಲವನ್ನು ರಚಿಸಿ. 
ಎರಡು ಲಂಬಕೋನ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಮೇಲೆ 


| l 
ರಿಂದ 10ರವರೆಗೆ ಬಿಂದುಗಳನು ಗುರುತಿಸಿ. ರೇಖೆಗಳ ಸಂಧಿಬಿಂದುವಿನಿಂದ 


್ಮ 
ಪ್ರಾರಂಭಿಸಿ ಒಂದು ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಕ್ರಮವಾಗಿ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು NS 
ಎಂದು ಹೆಸರಿಸಿ. ಇನ್ನೊಂದು ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ವಿರುದ್ಧ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 
' 3 . 


¥ , 
ರೇಖೆಗಳಲ್ಲಿರುವ ಒಂದೇ ಹೆಸರಿನ ಬಿಂದುಗಳ ಜೊತೆಗಳನ್ನು 
ಬರುವ ಜಾಲದಿಂದ ಉಂಟಾಗುವ ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಗುರುತಿಸಿ. 
(iv) ಒಂದು ಸಮತಲ ಮತ್ತು ಒಂದು ಶಂಕುಜದ ನಡುವಿನ ಛೇದನದ ವಿವಿಧ 
ರೂಪಗಳನ್ನು ತೋರಿಸುವಂತಹ ಮಾದರಿಗಳನ್ನು ತಯಾರಿಸಬಹುದು. ಉದಾ: 
ವೃತ್ತ, ಪ್ಯಾರಬೊಲಾ, ದೀರ್ಪವೃತ್ತ ಮತ್ತು ಹೈಪರ್‌ಬೊಲಾ 
(೪) “ಒಂದು ಶಪ್ಯಾರಬೊಲೀಯ ಕನ್ನಡಿಯ ನಾಭಿಯಿಂದ ಹು 
ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಆ ಕನ್ನಡಿಯಿಂದ ಪ್ರತಿಬಿಂಬಿಸಿ ಅದರ ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾಂತರ 
ಖೆಗಳಾಗಿರುತ್ತವೆ”' ಎಂಬ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಆಧರಿಸಿ ಒಂದು 
ಪ್ಯಾರಬೊಲೀಯ ಕನ್ನಡಿಯನ್ನು ಅಥವಾ ಚಿತ್ರ ವನ್ನು ರಚಿಸಿ. 


ನಿಯೋಜನೆ 5: ಎರಡು ಮತ್ತು ಮೂರು ಸದಿಶಗಳ ಅದಿಶ ಗುಣಲಬ್ದ್ಬ ಮತ್ತು 
ಸದಿಶ ಗುಣಲಬ್ದಗಳನ್ನು ಆಧರಿಸಿದ ಲೆಕ್ಕಗಳು. 
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() ೦%, OY ಮತ್ತು 02 ಅಕ್ಷಗಳೊಂದಿಗೆ ಸದಿಶವೊಂದರ ಕೋನವು ೩, 8 
ಮತ್ತು ೪ ಎಂದಾದರೆ (೩) sin? 0+ sin” B+ sin”? y ಮತ್ತು (b) 
೭೦520 + ೭೦528 + ಂs2y ಇವುಗಳ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು. 

Gi) (8) (P-Di +P: DI+P-IOk =P ಹಾಗೂ 
(b) (PXI)XL +(PX JX J+ (Px xk)xKk 

(1) ದತ್ತ ನಾಲ್ಕು ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದೇ ಸಮತಲದಲ್ಲಿವೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 

(iv) ax(bxc) = (axb)xc ಆಗಲು ಇರುವ ನಿಭಂದನೆ ಏನು? 

ನಿಯೋಜನೆ 6: (1) ಮೂಲ ತತ್ತದಿಂದ ೮, $in/x ಇಂತಹ ಉತ್ಪ ನೈಗಳ 

ನಿಷ್ಪನ್ನಗಳು. (2) ನಿಷ್ಪನ್ನಗಳ ಅನ್ವಯ: (4) ಲಾಭದ ಗರಿಷ್ಠೀಕರಣ () ಬೆಲೆಯ 

ಕನಿಷ್ಠೀಕರಣ. 

ನಿಯೋಜನೆ 7: ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲಗಳ ಗುಣಗಳನ್ನು ಆಧರಿಸಿ 

(a) i 7) PRE we fm 4.5 Pi 2 C2" ldx 


0 
1/6 


Va 1 (d) [tan xdx 
oAS-x+dx —n/6 


2 
(b) fxd 
-3 


T 
(€) | cos’ xdx. 

0 
ಇವುಗಳ ಬೆಲೆಗ ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಯುವುದು. 
ನಿಯೋಜನೆ 8: (1) ದತ್ತ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಧನಾತ್ಮಕ ಭಾಜಕಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಮತ್ತು 
ಧನಾತ್ಮಕ ಭಾಜಕಗಳ ಮೊತ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಂ ವ 
(2) ಆಯ್ದರ್ನ್‌-ಉತ್ಪನ್ನ: N ಸಂಖ್ಯೆ ಗಿಂತ ಕಡಿಮೆ ಸಗೆ ಸಾಪೇಕ್ಷ 
ಅವಿಭಾಜ್ಯವಾಗಿರುವ ಎಲ್ಲ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು. 


aM} 


(3) ವೇದಗಣಿತ 

ನಿಯೋಜನೆ 9: ಅರ್ಥಶಾಸ್ತ್ರಕ್ಕೆ ಕೋಶಗಳ ಅನ್ವಯ 

ನಿಯೋಜನೆ 10: (1) ಪ್ರಕೃತಿಯಲ್ಲಿ ಗಣಿತದ ತತ್ತ್ವಗಳನ್ನು ಗುರುತಿಸುವುದು. 

(2) ದತ್ತ ಬೈಜಿಕ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ಜಾಮಿತೀಯ ಸಮತೋಕ್ತಿಯನ್ನು ಬರೆಯುವುದು. 
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Total No. of Questions: 38] Total No. of Printed pl 15 
ಮಾದರಿ ಪ್ರ ಶ್ನೆ ಪತ್ರಿ ಕೆ 
MATHEMATICS 
(Kannada and English Versions) 
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(Kannada Version) 


11) PRESS 10 ಅಂಕಗಳು, ವಿಭಾಗಃಶಿಗೆ 20 
ಅಂಕಗಳು, ವಿಭಾಗ-€ಗೆ 40 ಅಂಕಗಳು ಮತ್ತು 
ನಾಗ-Dಿಗೆ 20 ಅಂಕಗಳರುತ್ತ -~ fh 


ವಿಭಾಗ - ೩ 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಎಲ್ಲಾ ಹತ್ತು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: 10x 1=10 


[2 


5೦4 


A 


ಔ8x=23(mಂd24), ಈ ರೇಖೀಯ ಸಮಶೇಷೀಯತೆಗೆ ಪರಿಹಾರವಿಲ್ಲ, 


A.M 3] 
A= ಒಂದು ಅದಿಶಕೋಶ, ಇದರಲ್ಲಿ ೫ ಮತ್ತು yಗಳ 
(el ki 


ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಣದಲ್ಲಿ a*b= ab, * ಒಂದು ಯುಗ್ಮಕರ್ಮ 
ಇದನ್ನು ಸಮರ್ಥಿಸಿ. 


7 
a ಸದಿಶದ ದಿಕ್‌-ಕೋ ಟಿಜ್ಯಾ (ಡೈ ರಕ್ಟನ್‌ ಕೋಸ್ಟ ಸ್ಕನ್‌)ಗಳು ವ ಮತ್ತು 
ಗ ಆದರೆ ಗ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. | 
3x” — py” +qxy-8x+6y-1=0 ಒಂದು ವೃತ್ತವನ್ನು 
ಪ್ರತಿನಿಧಿಸಿದರೆ p ಮತ್ತು 4 ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೩=೩1' ಮತ್ತು yವ2ಗಳನ್ನು ಪ್ರಮಿತೀಯ ಸಮೀಕರಣಗಳಾಗಿ 


ಹೊಂದಿರುವ ಶಂಕುಜದ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಗಣಿತ ವಿಜಾನ 
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kl 


16. 


17. 


18. 


19, 


—| 
sin{cos (1) ಇದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


sing: + isin = ಇದರ ಪಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


xಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ 7" -೫x' ಅನ 


ರು ಅವಕಲಿಸಿ. 
n/12 3 
[sec (3x)dx ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
0 
ವಿಭಾಗ - B 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಹತ್ತು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: 10-%:2,.x 20 


ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕದ ಕನಿಷ್ಠ ಭಾಜಕವು (>1) ಒಂದು 


ಅವಿಭಾಜ್ಯ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
lI a b+c 

ವ್ಯಾಕೋಚಿಸಿದೆ, | b €+೩|=0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
| 


2 


್‌್‌ pe 9 pe — — pe — 
. ಅರ್ಧಸುಂಕುಲವನ್ನು ನಿರೂಪಿಸಿ. ಸುಂಕುಲವಲ್ಲದ ಒಂದು ಅರ್ಧಸಂಕುಲದ 


ಉದಾಹರಣೆಯನು ಕೊಡಿ. 


A+ 742k; pet ‘Wk ಈ ಸದಿಶಗಳು 
ಏಕತಲಸ್ಥವಾಗಿದರೆ ಸ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕ 
[69 [99 


[0 

fl 
3 
g 
© 


(-3,0) ಮತು (1-2) ೨ನೇ ವ್ಯಾಸದ ತುದಿಗಳನ್ನಾಗಿ 
ಹೊಂದಿರುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
ನಾಭಿಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರವು 8 ಮತ್ತು ದಿಶಾಕ್ಟಗಳ ನಡುವಿನ ಆಂ ರವು 32 
> 2 
ಲೆ ಗೆ ಎನ ಎರೆ ad N- ¥ =| l; 
ಇರುವ ಒಂದು ದೀರqವೃತ್ತದ ೀಕರಣವನ್ನು + ಹ್‌ (a > bh) 
(0 py 


ಈ a Tl p 
sin” x+sin AEF ಆದರೆ ೩x" + y' =1 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


x=cos0+ism® ಮತ್ತು y =cos0+isiny ಆದರೆ 
| 
x y+ =2¢05(20 + 0) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
RE; 


— C082: dy 
y= tan ಆದರೆ --ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
l+cos2x dx 
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p= +11 ಈ ವಕ್ರರೇಖೆಯಮೇಲೆ ೫-2 ಇದ್ದಾಗ ಉಪಸ್ಪರ್ಶಕ 
ಕುತು ಉಪಲಂಬಕದ ಉದ್ದಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


dv DY ಊಉಪುಲಂಬ ಕದ 


22. x-ಅಕ್ಸದ ಮೇಲೆ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುವುಳ್ಳ ಮತ್ತು ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ 
ಕ ಜೋಗುವ ವೃತ್ತಗಳ ಸಮೂಹದ ಅವಕಲನ ಸಮೀಕರಣವನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ವಿಭಾಗ -€C 

|. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಮೂರು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: 3x5=15 

23. 189 ಮತ್ತು 243 ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ ಮ.ಸಾ.ಅ. ನ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
ಮತ್ತು ಅದನ್ನು 189%+243y ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ: ಹಾಗೆಯೇ ಈ 
ಅಭಿವ್ಯಕ್ತಿಯು ಅನನ್ಯ ಅಲ್ಲ ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸಿ 5 

28 9) ಕೋಶ ಪದ್ಧತಿಯನ್ನು ಬಳಸಿಕೊಂಡು 2x43y=-5 ಮತ್ತು 
-2y=3 ಈ ಸಮ್ಬೀಕರಣಗಳ ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. K_ 

4A 
(i) | 1 x+2 ನ ಆದರೆ ೩ನ ಬೆಲೆಂ ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 2 
| 2 Mery 3 


(0) ಒಂದರ ಚತುರ್ಥ ಮೂಲಗಳ ಗಣವು ಗುಣಾಕಾರ ಕ್ರಿಯೆಯಯಲ್ಲಿ 


ಒಂದು ಪರಿವರ್ತನೀಯ (ಆಅಬೆಲೀಯ) ಸಂಕುಲವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 3 
(1) 3 ಗಣಾಂಶಗಳ ಸಂಕುಲವು ಅಬಿಲಿಯನ್‌ ಎಂದು ಜಡ 2 


pe 


26. (0) G=i+j-k. b=i-3j+k, C=3-4j+2k, 


Ll. 


(Gxb)xCವ ನಿಲ್‌ »ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 3 
(i) (24 +30)x(34 - 2b) ಅನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿ. 2 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಎರಡು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: 5%x2=10 


: 2 
Ps (Y) EE =) ಮತ್ತು 


596 


2 2 
XN +2gx+2fytC=0 
ಈ ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬಾತ್ಮಕವಾಗಿ ಛೇದಿಸಲು ಇರುವ ನಿಬಂಧನೆಯನು 


(ii) 7x-—24y-35=0 ಸರಳರೇಖೆಯು 
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28. 


49. 


I. 
30. 


3: 


33. 


34. 


ಈ 
Xx + -2x-6y-020 


ಈ ವೃತ್ತವ ವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. Y. 
- 2 
(i) 9x -4y° +18x-8y-31=0 ಈ ಅತಿಪರವಲಯ ದ ಕೇಂದ್ರ 
ಮತ್ತು ನಾಭಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 3 
(1) ಒಂದು ಪರವಲಯದ ಶೃಂಗ ಬಿಂದುವು (-3, 1) ಮತ್ತು ದಿಶಾಕ್ಟವು 
v=6 ಆಗಿದ್ದರೆ, ಅದರ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. pl 
X . AR 
() sin 'x+sin 2x = ಆದರೆ ೫ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 3 
SN Re 
(11) Sin rT ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಠ 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಮೂರು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: KN 
(1) ೫ಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ 108೩ ಅನ್ನು ಮೂಲತತ್ತದಿಂದ ಅವಕಲಿಸಿ 3 
" - ke 7 
(iDNx+/Yy =3 ಆದರೆ (1. 4) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ - ಅನ್ನು 
ಕಂಡುಪಿಡಿಯಿರಿ. p. 
( [> ) xa 2 be 
(1) ee x°—}| ಆದರೆ, (x -Dyy+ xy =0 ಎಂದು 
i )/ 
ಸಾಧಿಸಿ. 3 
(11) xe” ನ ಕನಿಷ್ಕಬೆಲೆಯನ್ನು ಕ ಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. . 
- dx ವಭ ಪ ~ 3 
Wy Jo ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. k 
5+4Ccosx 
11 ! ಸಮಯಲಿ 5s ಸಳಾಂತರವು 58=-41-t ಎಂದಾದರೆ ವೇಗವು 
ು) 
($9) 
ಸಳಾಂತರಕ್ಕೆ £ ಲೋಮಾನುಪಾತದಲ್ಲಿದೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ 2 
(5) ¢ 
a 1=4x ee 2X 
(1) tan ) ಅನ್ನು sin! ನರ್‌ರಾರ್ಸ್‌” ಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ಅವಕಲಿಸಿ.3 
1+ x I+ x 
2 


(1) = ನ್ನು xಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ಅನುಕಲಿಸಿ. 
4x’ —4x+2 

y=llx-24-x” ಈ ಪರವಲಯ ಮತ್ತು y= ಸರಳರೇಖೆಯ 

ನಡುವಿನ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 5 
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ವಿಭಾಗ - ರ 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಎರಡ್ಡುಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: _ 2x10=20 
33, (1) ದೀರವೃತ್ತ್ವವನ್ನು ನಿರೂಪಿಸಿ ಮತ್ತು ಆದರ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
2 2 
425 ಎ1 ರೂಪದಲ್ಲಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 6 
a b 
ij A= ಸವ್‌ ದರೆ ಕೇಲಿ-ಹ್ಲಾಮಿಲನ್‌ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು ಆಧರಿಸಿ 
(11) = 3 I ಆ N ಥಳ ಬ್ರ ಲಿೂ್ಲು 
A” ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 4 


36. (i) cosa +cosB+cosy =0=sina+sinp+siny ದರೆ 
(a) cos30. + cos 3B +cos3y = 3cos(0 + B+) ಮತ್ತು 
sin 30. + sin 3B + sin 3y = 3sin(0. + B+ y) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


2 


A K fe ; 
(b) cos? x+cos”B+cos?y=sin?a+sin”B+sin’ y=3 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 6 


dy 
(11) FR Dry y +1)” ಈ ಅವಕಲನ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರವನ್ನು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 4 
37. (1) ಒಂದು ಲಂಬ ವರ್ತುಲ ಶಂಕುವಿನ ತಳದ ತ್ರಿಜ್ಯವು 15 ಸೆಂ.ಮೀ. ಮತ್ತು 
ಎತ್ತರವು 40 ಸೆಂ.ಮೀ. ಆಗಿದ್ದು, ಅದರೊಳಗೆ ನೀರನ್ನು 
ತುಂಬಲಾಗುತ್ತದೆ. ನೀರಿನ ಆಳವು 16 ಸೆಂ.ಮೀ. ಆಗಿದ್ದಾಗ ನೀರಿನ ಆಳ 
ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯಗಳು ಹೆಚ್ಚುತ್ತಿರುವ ದರಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 6 


(11) I3cotx+1=4/2cosec x ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯ 
ಪರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 4 


38. (1) ffldd: =| fla=)de ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ, ಅದರೊಂದಿಗೆ 


0 0 

n/4 n 
[10g( + tan Xx = ಇಂ ಎಂದೂ ಸಾಧಿಸಿ. 6 
0 


(11) ಸದಿಶ ಪದ್ಧ ತಿಯನು ್ಲಿ ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು 
SIn(A — B) = sin AcosB-cosAsinB ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 4 
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Total No. of Questions: 38] [Total No. of Printed Pages: 15 
March/April, 2006 
MATHEMATICS 
(Kannada and English Versions) 
(New Syllabus) 
Time: 3 Hours] [Max. Marks: 90 


(Kannada Version) 


ಪತ್ರಿಕೆಯಲ್ಲಿ ಸಿ, B, ೮೦ ಮತ್ತು D ಎಂಬ 
. ಖಲ್ಲಾ ವಿಭಾಗಗಳನ್ನು vA ಉತ್ತರಿಸಿ. 
iv) ವಿಭಾಗ-ಸಿಗೆ 10 ಅಂಕಗಳು, ವಿಬಾಗ:-ಔಗೆ 20 

ಅಂಕಗಳು, ವಿಭಾಗ-€ಗೆ 40 ಅಂಕಗಳು ಮತ್ತು 


ಸೂಚನೆ: i) ಈ ಪ್ರ 


ವಿಭಾಗ -೩A 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಎಲ್ಲಾ ಹತ್ತು ಪ್ರಶ್ನೆಗ ನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: 10x 1=10 
|. 6x=3(mod15) ಸಮೀಕರಣಕ್ಕೆ ಪರಸ್ಪರ ಸರ್ವಸಮವಲ್ಲದ ಎಷ್ಟು 
ಪರಿಹಾರಗಳಿವೆ. 
< Wo Md 
2. 14 1 -1| ಮಾತೃಕೆಗೆ ವಿಲೋಮ ಇಲ್ಲವಾದಲ್ಲಿ ೫ನ ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 
SE 


3. ಗುಣಾಕಾರದ ಮಾಡ್ಕುಲೋ 5ರ ಸಮುದಾಯ 6-(1,2,3,3,4)ರಲ್ಲಿ 
(3x41)”'ರ ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 

4 d=3+)-2 ಮತ್ತು b-/+N-3 ಸದಿಶ ಪರಿಮಾಣಗಳು 
ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದಾಗ ಸಿದ ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 

5, 4x +4)” +4x42y+1=0 ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


6. ೪? =8x ಪರವಲಯಕ್ಕೆ ೫4೪+2=0 ಸರಳರೇಖೆ ಸ್ಪರ್ಶವಾಗಿದ್ದರೆ, 
ಅದರ ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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7. $"'(-2)ನ ಬೆಲೆ ಎಷ್ಟು? 
0+) Rk 
8. ನ್ನು ೫+) ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ. 
3-1 
9. y a* 84" ಅನ್ನು xಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಅವಕಲಿಸಿ 
| 
10. | _—dಸನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
x” +1 
ವಿಭಾಗ - B 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಹತ್ತು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: 10x2=20 
Il. a|b ಮತ್ತು ೧|೭ ಆದಾಗ ೩|b+೭ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
12> Sxkdy=S 
4೫-3) =5 ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕ್ರೇಮೆರ್‌ ನಿಯಮವಾದ ಪ್ರಕಾರ ಬಿಡಿಸಿ 
13. ಸಂಕಲನದ ಮಾಡ್ಕುಲೊ 6ರ ಪ್ರಕಾರ 0-(0.1.2.3.4.5}) ಒಂದು 
ಮುದಾಯವಾಗಿದ್ದು ಗ -(0, 3} ಯು ಕೊಟ್ಟ ದ್ವಿಮಾನ ಕ್ರಿಯೆಯ ಪ್ರಕಾರ 
(Or) ಉಪಸಮ ಖು ದಾಯ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
14. G=i+2j+3k, lk ಮತು 6=3/+2/+kಗಳು 
ವಿ 
ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ ಮುಖಗಳ ಘನಾಕೃ ತಿಯಾ: ಓಂದು ಮೂಲೆಯಲ್ಲಿ 
ಅಂತ್ಯಗೊಳ್ಳುವ Fe , ಅದರ ಘನಘಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
15. 2x +2y°-18x+6y-7=0 ಮತ್ತು 3x +3)" +4x+ky+3=0 
ವೃತ್ತಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸಿದ್ದರೆ, ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
16. ಒಂದು ದೀರ್ಫ್ವವೃತ್ತದ ಉಪಪ್ರಧಾನ ಅಕ್ಷವು ಅದರ ನಾಭಿಗಳ ನಡುವಿನ 
ದೂರಕ್ಕೆ ಸಮ ಇದ್ದರೆ, ಅದರ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
1 ಜ್ತ ET | 
17. ಬಿಡಿಸಿ: tan (x +1) +tan”\(x—1) =cot (3) 
F 1 
l+itan0 1+ itan(n8 
18. |——— I) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
l-—itan8 1-—itan(n8) 
ESE 
19. y=" *ನ್ನು ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಅವಕಲಿಸಿ. 
20. y=sinx(l+cos x) ಇದರ ಬೆಲೆಯು ಸವ ಆದಾಗ, 
ಗರಿಷ್ಕವಾಗಿರುತ್ತದೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. ; 
600 
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kg 


n/2 


| 
>] sin 
, ಖು ಸೃಷ್‌ dx ನ ಬೆಲೆಯನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
0 Cos” x+sin” x 3 
3 
22 4 4 dy, 
I+] — =k 5ನ ದರ್ಜೆ ಮತ್ತು ಪ್ರಮಾಣವ ೨ 
dx dx” 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ವಿಭಾಗ - C 
1. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಮೂರು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: 3೫x53 


23. 


NO) 
|) 


H. 


27: 


(೩4) 432ರ ಒಟ್ಟು ಧನಾತ್ಮಕ ವಿಭಾಜಕಗಳ ಸಂಖೆ ಯನ್ನು ಮತ್ತು ಅವುಗಳ 


ಹೆಣ ಶ್ರವನ್ನು VU OU AW. 


(ರ) 71x73x7ನನ್ನು 23ರಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದಾಗ ಬರುವ ಶೇಷ ಎಷ್ಟು? 2 

2 | 

aw +} “ab ac 

2 2 ?4 Zt ibs 
AEDT EEE + -aoದs್‌ಸಾಧಿಸಿ ಈ 
j 

ac BC CH 

F5 ಡ್ನ fo] ೦9 1g “K ~ ~ 
0" ಎಲ್ಲಾ ಧನಾತ್ಮಕ ಪರಿಮೇಯಗಳ ಗಣವಾಗಿದರೆ, (0'.*) ಒಂದು 
MPS mls ನ PN a , 2ab 
ಆಅಬೀಲಿಯನ್‌ ಸಮುದಾಯ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. * ಕೆಯಯು ಕಕ 

~~ 

pe dX ವಿನ್ನು ದೆ 5 

WUC ವಿರೂಪಿತವಾಗಿ «ಒ 


(a} a=i+ Tk, Db=172/+%3k ಮತೆ 
ಆಗಿದರೆ, (x(x) ಯ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ ಒಂದು ಏಕಮಾನ ಸದಿಶ 
ಪರಿಮಾಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 3 


(b) cosa, cosB, cosy,ಗಳು 2+ ]-2kನ ದಿಶಾ ಕೋಸ್ಕೈನ್‌ 


bo 


ಗಳಾಗಿದದೆ, cos” a + cos B + cos? Y =1 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಎರಡು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: 2x5=10 


a) x? de *24x+28ು+C=0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಅದರ ಮೇಲಿನ (1, ೪]) 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 3 
b) x+y=6 ಮತ್ತು x+*2y=-4ಗಳು ಒಂದು ವೃತ್ತದ ವ್ಯಾಸಗಳಾಗಿದ್ದು 
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28. 


29. 


HI. 
30. 


$e 


33. 


602 


ಮತ್ತು ಅದರ ತ್ರಿಜ್ಯ 10 ಏಕಮಾನಗಳಾದಾಗ ಆ ವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 2 
a) 4x° +9y> -8x+36y+4=0 ದೀರqವೃತ್ತದ ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ ಮತು 
ನಿಯತಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 3 
b) 9x -4y? =36 ಅತಿಪರವಲಯದ ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ (Asymptotes) 
ಸಮೀಕರಣ ಮತ್ತು ಅವುಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 2 
ಸ್‌ ಸಾ Te 
a) sin I! x +sin ly +sin ರ ಆದಾಗ, 
2 ರ: ವಿ pe 
x+y 2 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 3 
b) tan3xtan 2x =1 ಸಮೀಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾ ವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 2 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಮೂರು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: LS AE Hh 
a) ನ್ನು ಕುರಿತು $n? ೫ನ ನಿಷನವನು ಮೂಲ ತತ ಗಳಿಂದ. 
ಲಷ ೩ ವ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 3 
, poe dv ನ 
b) y=x ಆದಾಗ, —- ಅನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 2 
dx ye 
a) y =(sin™! x)> ಆದಾಗ, 
(+x) + XM =2=0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 3 
b) x=a(8+sin8ರಿ ಮತ್ತು ೪ -=-a(1-cಂs8) ಆದಾಗ, 
dy 9 
=1tan- ಎಂಹು ಸಾಧಿಸಿ. 2 
dx 2 
8) 2೪೫45 ಮತ್ತು ೪42+ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ 
(L, AE KARE ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ, ಅವುಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇ ಖೆಯನ್ನು ಕ ಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 3 
hele x 
b) |e ——— |dxನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 2 
(2+ x) 
a) ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: 
i: 3 
a+ ಣ್ಯ 
ಗಣೆತ ವಿಜಾನ 


ENE 53 
b) [4° “xd ಪ್ರ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 


2 
34. ೫" =y ಮತ್ತು y=x+2 ವಕ್ರರೇಖೆಗಳಿಂದ 
ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ವಿಭಾಗ -D 
ಎರಡು ಪಶೆಗಳನು 
ಖಲ" 


ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ } 


ಉತರಿಸಿ; 
ನ್‌ 


NS) 


ಅವೃತ್ತವಾಗಿರುವ 


2x 1020 


3೨. ೩) ದೀರ್ಫqವೃತ್ತದ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ ಕೊಡಿ ಮತ್ತು ಅದರ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 


2 2 
NT: Rik 
ಎ ರೂಪದಲ್ಲಿ 


ಸ್ವ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
a” 


b) 


(- 
pS —— ೫ ~~ pS 
ಕಲ ಲ್ಲಖುಲ ನ್‌ ಪ ಮೇೀಯವನು 
2 [38 ಖ KC 


ಬರೆಯಿರಿ. 


ಮಾತೃಕೆಗೆ 


ಅದನ್ನು ತಾಳೆ ನೋಡಿ. 4 
36. a) —1+i43 ಸಂಕೀರ್ಣ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಚತುರ್ಪಾತ ಮೂಲಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿದು, ಅವುಗಳನು ಅರ್ಗಾಂಡ್‌ ಚಿತದಲಿ ಗುರುತಿಸಿ. 6 
ಲ) ಗೆ ರಾಗ 
RE Tak | 
b)'‘|bxc,cxa,axb |=|ab Cc | ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ 4 
3% a) ಮೇಲ್ಮುಖ ಪಾದದ 12 ಸೆಂ.ಮೀ. ಆಳ ಮತ್ತು 9 ಸೆಂ.ಮೀ. ಪಾದದ 
| 
pe ಇನಿ ಖಿ fo 
ತ್ರಿಜ್ಮ ಇರುವ ಶಂಕು ಆಕೃತಿಯಲ್ಲಿ ನೀರನ್ನು 11] ಘನ ಸೆಂ.ಮೀ./ಸೆಕಂಡ್‌ 
ನಂತೆ ಸುರಿಯಲ ಟಿದೆ. 4 ಸೆಂ.ಮೀ. ವರೆಗೆ ಪಾತ್ರೆ ತುಂಬಿದಾಗ ನೀರಿನ 
ಮಟ್ಟ ಮತ್ತು ನೀರಿನ ಸಮತಲದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ಯಾವ ದರದಲ್ಲಿ 


0 I+x 


b) ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅವಕಲ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿಹಾರವನ 


(y+ pdx + (x + x)dy =0 
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Code No. 35-NS ಹೊಸಪಠ್ಮಕಮ (೨೦೦೫-೨೦೦೬ ಶ್ಲೈಕಣಿಕ 


ಬಿಖ ಲಿಂ 
ವರ್ಷದಲ್ಲಿ ಅಭ್ಯಾಸ ಮಾಡಿದ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗೆ) 
Total No. of Questions: 38] [Total No. of Printed Pages: 16 


July, 2006 
MATHEMATICS 


(Kannada and English Versions) 


(New Syllabus) 


Time: 3 Hours} {Max. Marks: 90 
(Kannada Version) 


ಸೂಚನೆ: 1) ಈ ಪ್ರಶ್ನೆ ಪತ್ರಿಕೆಯಲ್ಲಿ ಸ್ಥಿ B,C ಮತ್ತು ಎಂಬ ನಾಲ್ಕು 
ವಿಭಾಗಗಳಿವೆ. ಎಲ್ಲಾ ಗ ಉತ್ತರಿಸಿ. 
i) ವಿಭಾಗ-ಸಿಗೆ 10 ಅಂಕಗಳು, ವಿಭಾಗ-ಔಗೆ 20 ಅಂಕಗಳು, 
ವಿಭಾಗ-€ಗೆ 40 ಅಂಕಗಳು ಮತ್ತು ವಿಭಾಗ-ರಗೆ 20 
ಆಂಕಗಳಿರುತ್ತವೆ. 


4 -] -3] 
"ಮತ್ತು B= A ಆದಾಗ, ೩ನ 
3 = ಬ 


NO) 

po 
x Il 
| 


FE 
3. 2 ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣದಲ್ಲಿ * ಪರಿಕ್ರಿಯೆಯು 4*h-೩+b +5 ಆದಾಗ, 
ಅದರ ಏಕದ ಸಂಖ್ಯೆಯನ ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


TR —6j+2k ಈ ಸದಿಶ ಪರಿಮಾಣದ ದಿಶಾ ಕೊಸ್ಸೈನ ನ್‌ಗಳನ್ನು [Direction 


cಂsines] ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2 ~ 2 2 
5. x+y +4x-717=0 ಮತ್ತು x+y +8y+12=0 
ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


p 
6. y'=8kx ಎಂಬ ಪರವಲಯದಲ್ಲಿ ಲಂಬ ನಾಭಿಯ ಉದ 4 ಆದರೆ, ಹಯ 
ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 
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MATE a 


ನ Md wi 1 \| 
7. smnf—-—sin [(- 2) ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


10. [ax- 1”d೬ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
0 
ವಿಭಾಗ - B 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಹತ್ತು ಪಶ್ಲೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: 10x2=20 
11. (c,4)=1 ಮತ್ತು €|0b ಆದಾಗ, €|b ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
iS IY 
3೩4೬5೪ =-9 ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕ್ರೇಮೆರ್‌ ನಿಯಮದಿಂದ ಬಿಡಿಸಿ. 
13. AGE *) ಸಮುದಾಯದಲ್ಲಿ ಎರಡು ಅಂಶಗಳ ಾಗಿದ್ದರೆ, 
(a*b)!=b"'*a"!. Va.beG ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


೫43k ಬಂಬ ಸದಿಶಗಳು ಒಂಜು 


EI dk jk ಮತ 


ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ ಘನಾಕೃತಿಯ ಏಕ ಬಿಂದು ಸಂಪಾತ ಬಾಹುಗಳು 
ಆದರೆ, ಅದರ ಘನಫಲವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
15. (6,1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುವುಳ್ಳ ಮತ್ತು 5x+12v-3=0 
ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
16. 4x” +9y” —8x-36y+4=0 ದೀರ್ಫq ವೃತ್ತದ “ನಾಭಿ ಲಂಬ'ದ 
ಉದವನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
ಲ < 
17. tan \x+tan y= ಆದಾಗ, *x+ y+) -1 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


18. W ಎಂಬುದು [ರ ಕಾಲ ಲ್ಪನಿಕ ಘನಮೂಲವಾಗಿದ್ದರೆ, 


(-w+0 P+0+0-w’y = 32 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


- 
ES d 2 
19. y=cos || e A 


; 5 5 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
I+ x dx +x 


20. ೪? =40x ಪರವಲಯದ ಮೇಲಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


ಉಪಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ »ು ಬುಜದ (Abscissa) ಎರಡರಷ್ಟು ಇದೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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21. ಎರಡು ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗುಣಲಬ್ಬ 16. ಆ ಸಂಖೆ ರೈಗಳ ಮೊತ್ತ 
ಕನಿಷ್ಠವಾದಾಗ, ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


22. [sin xdx ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


| ವಿಭಾಗ - C 
1. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಮೂರು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: 3x5 13 
23, 282 ಮತ್ತು 595ರ ಮ.ಸಾ.ಅ. (G.C.D)ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ ಮತ್ತು 
ಅದನ್ನು 2520+595b (೩a ಮತ್ತು b ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು) ರೂಪದಲ್ಲಿ 


ನಿರೂಪಿಸಿ ಹಾಗೂ ಈ ನಿರೂಪಣೆ ಏಕಮೇವ ವಾಗಿಲ್ಲ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 5 


LA ಈ 
24. (8) A=-|-1 3 0 | ಆದರೆ, ಸಿದ ಸಂಗತಕೋಶ (ಸಸಿ) ವನ್ನು 
0 —2 | 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 3 
pa E P 
(Db) A= ಆದರೆ, ಕೇಲಿ-ಹ್ನಾಮಿಲ ನ್‌ ಪಮೇಯವನು 
Sp ಕ್‌ 
ಉಪಯೋಗಿಸಿ 4A?-44+31=-0 ಎಂದ »ು ಸಾಧಿಸಿ. 2 
25. 6 ={00580+/5in0|8 ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ | ಗುಣಾಕಾರ ಕ್ರಿಯೆಯಲ್ಲಿ ಒಂದು 
ಅಬೀಲಿಯನ್‌ ಸಮುದಾಯ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 5 
26. (4) [a+b b+c c+a]=2[ab Cc] ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 3 


(b) G=1-2)+k ಮತ್ತು ರ ಸದಿಶಗಳ ನಡುವಿನ 
ೋನದ ಸ್ಟೈನ್‌ ನ್‌ [s1nಗೀ] ಅನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯ 


NS) 


Il. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಎರಡು : ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: 2x5=10 
F 9) ಣಾ 
27. ೩a) (೫, ೫) ಹೊರ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ x" +೪" +20x+2 ಗ +c =0 
ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಉದ ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ 
ಸೂತವನ ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 3 


Ne 
b) x” + y? + 2x-8y+1=0 ಮತ್ತು 


A 2y° -6x+ y+A=0ಗಳು ಲಂಬ ಛೇದಕ (Orthogonal) 
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28. 


24 


Hl. 


al: 


32 


ವೃತ್ತಗಳಾದರೆ ಸಿದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 2 
a) ಸರಳರೇಖೆ ೪ =-೧೪+೭ಯು y” =4೩x ಪರವಲಯಕ್ಕೆ 
ಸ್ಪರ್ಶವಾಗಲು ಬೇಕಾಗುವ ನಿಬಂಧನೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 3 


b) ಚಾಲಕಗಳ (Directrices) ನಡುವಿನ ಅಂತರ = 10/2 ಮತ್ತು 


| x y 
ಉತ್ಕೇಂದ್ರ ವಾ ಆದರೆ, ಕ ಧಾರ್‌; =1(a>hbh) ಈ ರೂಪದಲಿ 
5) a ) ಭು 
ರ್ಫ್ವವೃತ್ತದ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 2 
a) xನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: 
sin” x-cos I x=sin"IGx-2). 3 
y 

b) tan‘ x-4secx+5=0 ಸಮೀಕರಣದ ಸಾವ ಎನ್ಯ ಪರಿಹಾ ವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 2 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಮೂರು ಪಶೆಗಳನು ಉತರಿಸಿ: Rp 

ಗ್ಯ: ೩ ಂ 


[44 
೩) ಸನ್ನು ಕುರಿತು ೭ನ ನಿಷ್ಟನ್ನವನ್ನು ಮೂಲ ತತ್ತಗಳಿಂದ 


ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 3 
b) sinh”' xನ ನಿಷ್ಪನ್ನವನ್ನು 1+” ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿ 2 
a) v=acos(logx) + bsin(log x) ಆದರೆ 
2 “) —— ನ್‌್‌ 9 3 
vy) +x) + y=0 ಬಂದು ಸಾಧಿಸಿ. ೨ 
2 2 a” ಭು. ರೇಖೆಗಳ 
ED a =20 ಮತ ತ್ತು ೩೪-4" ಎರಡು ವಕ್ರ ಛು (4.4) 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 2 
COS X ~ 
a) |—————dxನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 3 
| SIN Xx + COSX 
b) ಒಂದು ವಸ್ತುವು 8 ದೂರವನ್ನು ! ಸೆಕೆಂಡ್‌ಗಳಲ್ಲಿ S=5cos2t 


ಸೂತ್ರದಂತೆ ಕ್ರಮಿಸುತ್ತದೆ. ಆದರ ಮೇಗೋ ತೃರ್ಷವನ್ನು ರೂಪದಲ್ಲ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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-l+sinx k 
b) [ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 2 
I+ cosx 
A 
34. ದೀರ್ಪವತ ಸ 4ನ 1ರ ವಿಸೀರ್ಣವನು ಅನುಕಲನ ವಿಧಾನದಿಂದ 
ಕಿ, \ ಬ) > > — nN ಕ್ಲಿ e 
a b 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 5 
ವಿಭಾಗ - ರ 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಯಾವುದಾದರೂ ಎರಡು ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಉತ್ತರಿಸಿ: 2x10 x20 
35. ೩೫ ಅತಿಪರವಲಯವನು ಒಂದು ಬಿಂದುಪಥವಾಗಿ ಮ್ಲಾಖ್ಲಾನಿಸಿ ಮತು 
ಸ ರಿ ವಿ ಎಡೆ 
p 4 6) 
NX Vv rN 
ಅತಿಪರವಲಯದ  ಸಮೀಕರಣವನು |. ರೂಪದಲ್ಲಿ 
a” 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 6 


36. 


£8 


608 


a be 

by |1 b° caj=(a-bXb-cYc-—bNXa+b+c) wಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
2 

EE, 


a) ಎಲ್ಲಾ ಭಾಗಲ ಬ್ರ ಘಾತಂಕಗಳಿಗೆ ಡಿ ಮೂಯಿವೆರ್‌ನ ಪ್ರಮೇಯವನ್ನು 
ನಿರೂಪಿಸಿ ಮತು, ಸಾಧಿಸಿ. 6 


mM 


b d=17-23-3k, b=2+j-k ಮತುc=/+3/-2k ಆದರೆ 
ಡಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಮತ್ತು b ಮತ್ತು ೭ ದಿಶಗಳ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ 
ಏಕದಿಶವನ್ನು (Unit vectಂr) ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

a) ವೃತ್ತಾಕಾರದ ತಳವುಳ್ಳ ಲಂಬ ಶಂಕುವಿನ ಎತರವು 12 ಸೆಂ.ವ 
ಮತ್ತು ಅದರ ತಳದ ತ್ರಿಜ್ಯ 9 ಸೆಂ.ಮೀ. ಇದ್ದು, ಅದಕ್ಕೆ ನೀರನ್ನು 11 
ಘನ ಸೆಂ.ಮೀ./ಸೆಕೆಂಡ್‌ ದರದಲ್ಲಿ ಸುರಿಯಲಾಗುತ್ತದೆ. ನೀರಿನ 
ಮಟ್ಟವು 4 ಸೆಂ.ಮೀ. ಇರುವಾಗ ನೀರನ ಮಟ್ಟ ಮತ್ತು ನೀರಿನ 


ಸಮತಲದ ವಿಸೀರ್ಣ ಯಾವ ದರದಲ್ಲಿ ಹೆಚು : 
ಮು [ee ಚ 4 ಷ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. } 6 


ಗಣಿತ ವಿಜಾನ 
ಇ 


ಮಾ 
ಇಲ್‌ B 


' A2cosec x + cot Xx =43 ಈ ಸಮೀಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಪರಿಹಾರವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 4 
[04 [44 
358. ೩) [foodx= | fla-x)dx ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ ಮತ್ತು ಇದನ್ನು 

0 0 

A XAX T ಕ _ 
ಉಪಯೋಗಿಸಿ ——— =— ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 6 

o 1+ x1+ x ಗ) 
b) ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅವಕಲ ಸಮೀಕರಣದ ಪರಿ ರಿಹಾರವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: 

¥ ಸ 

2 =1+6xe” 4 

dx 
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ಅನುಕಲನದ ಮಿತಿಗಳು 


ಆನುಕಲನದ ಸ್ಲಿರ ಸಂಖ್ಯೆ 


ವ 
ಷಹ ೪೨ PE 
ಅನುಕ vy ಅಮಕಲ್ಲ 
fo) 


<< NR 
LUAU 


( 
[0] 


(6 
[9 

G@ GU 2 
[el 


ಅಂತರ್ಲೇಖಿಸು 
ಆಗಿದರೆ ಮತ್ತು 
ಆಗಬೇಕಿದ್ದರೆ 
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Row 

Hyperbola 
Transpose matrix 
Scalar 

Scalar product 
Prime number 
Idenuity element 
Indefinite inte eral 
Integral 
Inteerauon 
Limits of inte eration 


Constant of 
inte gration 
Integrand 


Improper subset 


Transverse axis 
Conjugate numbers 
Conjugate axis 
ASymptotw 

infinite 

Irrauonal 

Implicit funcuon 
Abelian group 
Semigroup 


Semi-latus rectum 


With respect to 
Differenuatuion 


Difterenuable 


Differenuability 

Differenual 
coefficient 

Differentual Calculus 


Differential equation 
Conunuity 
Nonsingular 
Existence 
Component 

Interval, difference 
Inscribe 


If and only if (iff) 


ಕನ್ನಡ-ಇಂಗ್ಲಿಷ್‌ ಪಾರಿಭಾಷಿಕ ಪದಕೋಶ 


ಆತ ವರ್ತಕ 
[3 
ಆದೇಶಕ ಮ 


—_ 


axa 
ಆಲಕುತ 


0 
Wl 
GW @ 


— 
ಉತನ 
ಮಿ 
—_ ee x 
ಉತ್ಪನ್ನದ ಆಮುಕಲ 
ಬಲ 
_ —_ 
ಉತನದ ಉತನ 
po Uw 
ಕ 
ಪ 


[4S 
[)] 
1 
[C4 


ಏಕಮಾನ ಕೋಶ 
ಬಕ ಸದಿಶ 

ಎಕೈಕ 

ಐಕ್ಕಧಾತು 


ಒಳಗಣ 


Reflexive 
Substitution method 
Rectangular 
Dimension 

Closure property 


Internal 


Funcuon 

Integral of a funcuion 
Function of function 
Eccentwicity 


Submatrix 


Subset 


Subgroup 


Subtangent 


Subnormal 
Imaginary number 


Negative function 


Left hand limit 
Second differenual 
coefficient 


Ellipse 


One. Unity. Idenuty 
element 
One-one 


Coptanar 


Idenuty element 
Concurrent 
Single-valued 
Uni matrix 
Unit vector 


Unique 


Idenuty element 


luto 
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೬2 " - ಖಿ 11 
ಓಟ Slope ವಿ೭ಬಂಧನೆ Condition 
_ 


ಕನಿಷ್ಠ Minimum ನಿರಸನ Cancellation 
ಕೋನಾಂ Amplitude ನಿರೂಪಿಸು Define 
* are; us NE ್‌ 4 
ಕೋ Matrix ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಅನುಕಲ Particular inte gral. 
definite integral 
poe 
ಕಂಬಸಾಲು Column ನಿರ್ದೇಶಕ Coordinate 
ತಮ p p 
ಕ್ರಮಯುಗ್ಮ Ordered pair ನಿರ್ಧಾರಕ Determinant, 
4A Directrix 
ಕ್ರಮಯೋಜನೆ Permutation ನಿರ್ಭಂಧ Condition 
ಕ್ಲಿತಿಜ Horizon ನಿಷ್ಟನ್ನ, ನಿಷತ್ತಿ Derivative 
ಕ್ಷೀಣಿಸುವ ಉತ್ಪನ Decreasing function ನಿಷನ ಯೋಗ್ಯ Derivable 
ಕ್ಲೇತ್ರ Field. Area ವಿಷನಿಸಿ Differentiate 
ಆ“ 
ಗಣಾಂಶ, ಆಂ Element of a set ಪರವಲಂಯ Parabola 
ಗುಣಾಕಾರದ ವಿಲೋಮ Muitiplicative ಪರಿಕಮ Operation 
inverse 
ಪರಿಮಾಣ Magnitude. order 
ಘಟಕ Component ಪರಿಮಿತ Finite 
ಘಾತೀಯ ಉತ್ತನ್ನ Exponential function ಪೆರಿಮೇಂಯ Rational 
ಪರಿವರ್ತನಿೀೀಯ Commutative, 
abelian 
ಚರ Variable ಪರಿಹಾರ Solution 
ಚವಲಕ iMrecurix ಪಾರ Amplitude 
ಪೂರಕ Complement 
ಭೇದನ Intersection ಪೊರ್ನೆಕೆ Satisfaction 
; ae 
ಪ್ಲತಿಘಲನ Reflexivity 
ಜ್ಯಾ Chord ಪತಿಲೊೇವು (3ಕrದ£) Inverse (in logic) 
ಪತಿಭಛೋಮ ಕೋಶ Inverse value 
ತೆರದ ಆಂತರ Open interval ಪಧಾನ ಬೆಲೆ Principal value 
ತ್ಕಾಪಿಜ್ಯ Trapezium ಪ್ರಮಾಣ, ಮಟ್ಟ Degree 
ಪ್ರಮಿತೀಂಖು ಉತವ Parametric function 
UW 
ದರ ಮಾಪಕ Rate measure 
ದರ್ಜೆ Order ಬಲಮಿತಿ Right hand limit 
ದಿಶಾಕ್ಷ Direcirix ಒಲತಿರುವು ವ್ಯವಸು Right handed system 
ದೀರ್ಭ್ವವೃತ್ತ್ವ Ellipse ಬಹುಘಾತಪದಿ Polynomual 
ದೀರ್ಫಾಕ್ಷ Major axis ಬಾಗು Inclination 
ದ್ರಿಮಾನ (ಪರಿ)ಕ ಹಿ Binary operation ಬಾಹ್ಯ External 
- _ 
ಬೀಜಗಣಿತದ ಉತ್ಪನ್ನ Algebraic function 
« 
ಧನಬೆಲೆ Positive value ಬಿಂಬ Image 
ಧನಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆ Modulus ಬಿಂಬಗಣ, ವ್ಯಾಪ್ತಿ Range 
ಧುವೀಯ Polar ಬೆಸ ಉತ್ಪನ್ನ Odd function 
_ 
ನಕಾರ Negation ಭಾಗಶಃ ಅನುಕಲನ Integration by parts 
ನಾಭಿ Focus ಭಾಜಕ Divisor. Factor 
ನಾಭಿ(ಜ)ಲಂಬ Lalus rectum 
ನಾಭಿಜ್ಯಾ Focal chord ಮಾತೃಕೆ Matrix 
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ed 
be « 
ಮುಚಿದ ಆಅಂತಠ 
ತ 
_—_ « —_ 
ಹಹ ಲ ಹಿEದು 


— <Oೆಾ್‌ಾ್‌ 
~ 
LET ೬ಳವ 


ಮೂಲಾಕ 
24 
ಮುೂಲಾಕ ಕೇಂದ 
cA ~ 


ಮೂಲತತ್ತದಿಂದ ನಿಷನ 
[5x ಜ್ಯ 


ಮೇರೆ 


ಯುಗಳ ಪರಿಕಿಂಶಿಿ 


ಯಿಂಗ್ಗ 
[3 


LMmit 

Complex number 
Closed mterval 
Origin 

Unit 

Radical axis 
Radical centre 
Difterentuation from 


first principles 
Bound 


Onto 

Binary operauon 
Couple 
Conjugate 


Limear 


Charuaceteristic. eigen 


Minor 


Normal. Perpendicular 


thogonal circles 


Orthogonal 


Rectangular hyperbola 


Curvature 
Ring 


Transitive 


Expansion 
Discontinuity 
Divisor. Factor 
Elhumination 
Eliminate 
Converse (in logic) 
Inverse element 
Analyucally 
Increasing function 
Acceleration 
Singular 
Nonsingular 
Expansion 
Definition 


Interval of the range 


ಶೂನ್ಯ 
ಶೂಸ್ಯ್ಕಗಣ 
ಶೂನ್ಯಭಾ ಹಕ 
ಶೂನ್ಯ ಸದಿಶ 
ಶೋಧಕ 
ಶೃಂಗ 
ಶ್ರೇಣಿ, ಶ್ರೇ 
ಶಂಕು 


ಶಂಕುಭೇದ, ಶಂಕುಜ 
ಶಂಕುಜಗಳು 


BN 
೬ wd 


AMAL Md 
| ¢l 
3 
) 
3 


[$1 
4 
2 
) 
P| 
[Cl 
[7 
( 
tk 


ಸಹಕೆೇತ 
A 
ಸಹಗುಣಕ 
ಸಹಮೊೂಲಾಕ 
oN 
ಸಹವರ್ತನೀೀಯ 
ಸಹವರ್ತಿ 


€ 
PAY: 


MU MA 
[9 
pe 
[2 
( 


[0] 
H, 
py) 
<4) 
= 


Lero 

Empty set 
Zero divisor 
Null vector 
Discriminate 
Vertex 
Sequence 


Cone 


Coniic secuons 


Conics 


Condition 


Heaxagon 


Vector 

Even function 
Equivalent 
Symmetric 

Parallelogeram 
Parallelepiped 
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ಪರಾಮರ್ಶನ ಗ್ರಂಥಗಳು 


Algebra by Hall and Knight 

Algebra by Manickavachagam Pillai et al, S. Vishwanath Printers 
Publishers Pvt. Ltd. 

Higher Algebra S. Barnard and J.M.Child, Macmillan India Lid. 
Coordinate Geometry by S.L.Loney 

Coordinate Geometry by Shantinarayan 

Plane Trigonometry by S.L.Loney 

A Text of Trigonometry by S.Narayan, S.Vishwanath Printers 
Publishers Pvt. Ltd. 

Differential Calculus by S.Balachandra Rao and C.K.Shantha. 
New Age International (Wiley Eastern Lid.), New Delhi. 
Differential Calculus by Shant Narayan, Chand & Co. 


. Integral Calculus by Shanu Narayan, Chand & Co. 
. Differential Equations by S.Balachandra Rao and 


H.R.Anuradha, Universities Press. Hyderabad. 


. ಗೆೇಣೆತಶಾಸ , ಪಸಾರಾಂಗ, ಕನಡ ವಿಶವಿದಾ ಲಯ, ಹಂಪಿ, ವಿದಾರಣ.- 


೨83221: 


ನಿಗದಿತ ಚಟುವಟಿಕೆಗಳ ಆಕರ ಗ್ರಂಥಗಳು 


Indian Mathematics and Astronomy — Some Landmarks (Rev 
3° Ed. 2004) by Dr. S.Balachandra Rao, Gandhi Centre of 
Science and Human Values, Bharatiya Vidya Bhavan, Race 
Course Road, Bangalore-560 001. 

A Modern Introduction to Ancient‘Indian Mathematics by Dr. 
T.S.Bhanu Murthy, Wiley Eastern Ltd. (New Age International), 
New Delhi, 1992. 

History of Ancience Indian Mathematics by Dr C.N.Srinivasa 
Iyengar, The World Press Pvt. Ltd., Calcutta. 1967 

The World of Mathematics by James R.Newmann, Pub: 
Simmons and Schuster, New York 

Men of Mathematics by E.T.Bell, Penguin Books, Middlesex, 
1965 

History of Hindu Mathematics (2 parts) by B.B.Datta and 
A.N.Singh, Reprinted: Bharatiya Kala Prakashan, Delhi, 2001 
Applications and History of Trigonometry (16 pages) 

60 Eminent Indian Mathematicians (With Portraits) — (32 
pages) 

Eminent Mathematcians of the 19" Century by Ganesh Prasad 


ಗತ ವಿಜ್ಞಾನ 


10. Remarkable Mathematicians (from Euler to Von Neumann) by 
loan James, Cambridge University Press, 2003 (Distributors: 
Foundation Books, Brizsade MM, K.R.Road, Jayanagar, 
Bangalore-82 


Note: Books (7), (8) and (9) above are edited by later Prof J.N.Kapur 
and published by Mathematical Sciences Trust Society, C-766, New 


Friends Colony, New Delhi-1 10065. 

11. ಆರ್ಯಭಟ - ಡಾ ಎಸ್‌.ಬಾಲಚಂದ್ರರಾವ್‌ 

12. ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರದ ಪ್ರವರ್ತಕರು ಮತ್ತು ಸ್ಟಾರಸ್ತಗಳು - ಡಾ॥ 
ಎಸ್‌.ಬಾಲಚಂದ್ರರಾವ್‌ 


13. ಭಾರತೀಂಯ ಖಗೋಳಶಾಸ್ತ - ಒಂದು ಕಿರುಪರಿಚಯ - ಡಾ॥ 
- J 


4 ವ್‌ ಈ — 
ಬಸ್‌ “ಬಾಲಚಂದ್ರರಾವ್‌ 


RET U2 UA ಕNಲ ಪ್ರಕಾಶಕರು -"''ವಿಜಾನ ಮುತು 
po ~~ 
ಮಾನವೀಯ ಮೌಲ್ಯಗಳ ಪಾಂದಿಕ ಕೇಂಪ;. ಭಾರತೀಯ. ವಿದಾಭವನ, ರೇಸ್‌ 
A 


ಕೋರ್ಸ್‌ ರಸೆ, ಬೆಂಗಳೂರ:-560001. 


14. ಗಣಿತ ಶಾಸ ದ ಚರಿತೆ - ಡಾ। ಸಿ.ಎನ್‌ .ಶೀನಿವಾಸಯ್ದಂಗಾರ್‌, ಮ್ಲೆಸೂರು 
pe) ಜೆ ಖೆ 2೨ (3) 


ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾನಿಲಯ, ಮೈಸೂರು, 1958 


ಶ್ರೀನಿವಾಸ ರಾಮಾನುಜನ್‌ - (4ನೇ ಮುದ್ರಣ) ಡಾ।॥! ಎಸ್‌. ಬಾಲಚಂದ್ರ 


AN 


ರಾವ್‌, ಕನ್ನಡ ಪುಸ್ತಕ ಪ್ರಾಧಿಕಾರ, ಬೆಂಗಳೂರು-2003 

16. ಭಾರತೀಯ ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರ — ಡಾ॥ ಎಸ್‌. ಬಾಲಚಂದ್ರ ರಾವ್‌, ಕನ್ನಡ 
ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯ, ಹಂಪಿ, ವಿದ್ಯಾರಣ್ಯ, 1995 

7; ಗಣಿತಜ್ಞರು - ಮಲ್ಲಿಕಾರ್ಜುನ ಯಾಳವಾರ, ಕುಂದರಲಿ, ಬಾಗಲಕೋಟೆ, 
2003 
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ಯೋಜನೆಗಳಿಗೆ ಆಕರ ಗ್ರಂಥಗಳು 


The following books are published by Cambridge University Press 
(Distributors: Foundation Books. C-22, °C’ Block, Brigade MM, 
K.R.Road, Jayanagar, Bangalore-560082) 


I. 


Mathematics for A and AS Leveles Pure Mathematics The 
School Mathematics Project, (Cambridge Low Price 
Edition), Cambridge, U.K.,1997 

Mathematical Projects by Brian Blot & David Hobbs, 
Cambrdige, U.K., South Asian Edition, 2001 


The following low — priced books are published by MSTS 
Mathematics Library, C-766, New Friends Colony, New Delhr- 
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100 problems for workshops of training students and 
teachers (16 pages) 

The Concept of Mathematics Laboratory (16 pages) 
Application of Matrices (16 pages) 

Preparing charts and models for a Mathematics Exhibition 
(16 pages) 

Suggested Experiments for a Mathematical Laboratory, Vol-] 
& 1 

Sugested Activites for a Mathematics Club (32 pages) 
Magic Squares (156 pages) 

Magic Squares (16 pages) 

Dated Magic Squares (16 pages) 
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ಎರಡನೇ ವರ್ಷದ ಪಿ.ಯು.ಸಿ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕ 
ಸಂಪಾದಕರು ಮತ್ತು ಲೇಖಕರ ವಿಳಾಸ 


ಡಾ ಎಸ್‌. ಬಾಲಚಂದ್ರ ರಾವ್‌, ಎಂ.ಎಸ್ಸಿ. ಪಿಎಚ್‌.ಡಿ. ಸಂಪಾದ 
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ರೇಸ್‌ಕೋರ್ಸ್‌ರಸೆ, ಬೆಂಗಳೂರ:-560 001. 


ಶ್ರೀಮತಿ ಜಯಂತಿ ಪುರಂದರ್‌, ಎಂ.ಎಸ್ತಿ. 
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ನಿ [3 
ಬೆಂಃ ಘೂರು-560 ೦5. 


ನಾತ 
ಬೆಂಗಳೂರು-560 003. 


ಶ್ರೀಮತಿ ಎಚ್‌.ಬಿ.ಜಯಕುಮಾರಿ, ಎಂ.ಎಸಿ. 
ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರ ವಿಭಾಗ, ಅಂಬೇಡ್ಕರ್‌ ಪದವಿಪೂರ್ವ ಕಾಲೇಜ್‌, 
ಬೆಂಗಳೂರು-560 086. 
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ಶ್ರೀಮತಿ ಎಂ.ಟೆ.ಸೋಮಲತಾ, ಎಂ.ಎಸ್ಸಿ, ಎಂ.ಫಿಲ್‌. 
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ಬೆಂಗಳೂರು-560 060. 


ಕನ್ನಡ. ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯದ ಪಠ್ಯ ಪುಸ್ತಕ ರಚನಾ ಕೇಂದ್ರವು 
ಸಿದ್ಧಪಡಿಸಿರುವ ಪದವಿಪೂರ್ವ ಶಿಕ್ಷಣದ ಎರಡನೇ ವರ್ಷದ 
ಗಣಿತ ವಿಜ್ಞಾನ ಪಠ್ಯವನ್ನು ತಮ್ಮ ಮುಂದಿಡಲು ನಮಗೆ ' 
ಸಂತೋಷವೆನಿಸುತ್ತದೆ. ಈಗ ಜಾರಿಗೆ ಬಂದಿರುವ 
ಹೊಸಪಕಠ್ಯಕ್ರಮಕ್ಕೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ಇದನ್ನು ಸಿದ್ಧಪಡಿಸಲಾಗಿದೆ. 
ಈ ಪಠ್ಯವನ್ನು ಸಿದ್ಧಪಡಿಸಿರುವ ಕಾರ್ಯದಲ್ಲಿ ನಾಡಿನ ಪ್ರಸಿದ್ಧ 
ವಿದ್ವಾಂಸರು ಪಾಲುದಾರರಾಗಿದ್ದಾರೆ. | 
ಈ ಪಠೈವು ನಾಡಿನ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗೆ ಉಪಯುಕ್ತ 
ವಾಗುತ್ತದೆಂದು ನಾವು ಭಾವಿಸಿದ್ದೇವೆ. ಈ ಪಠ್ಯವನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸುವ ಸಹೃದಯಿಗಳು ಪಠ್ಯದ ಬಗ್ಗೆ ತಮ್ಮ 
ಅಭಿಪ್ರಾಯವನ್ನು ಕೇಂದ್ರಕ್ಕೆ ಬರೆದು ತಿಳಿಸಿದರೆ ತುಂಬಾ 
ಉಪಯೋಗವಾಗುತ್ತದೆ. ಮುಂದಿನ ಆವೃತ್ತಿಗಳಲ್ಲಿ ಪಠ್ಯದ 
ಗುಣಮಟ್ಟವನ್ನು ಇನ್ನೂ ಹೆಚ್ಚು ಉತ್ತಮ ಪಡಿಸಬಹುದು. | 
ನಾವು ಪ್ರಕಟಿಸುತ್ತಿರುವ ಪಠ್ಯಗಳಿಗೆ ಪದವಿಪೂರ್ವ ಶಿಕ್ಷಣ 
ಇಲಾಖೆಯು ಅಧಿಕೃತ ಮನ್ನಣೆ ನೀಡಿ ನಮ್ಮ ಪ್ರಯತ್ನದಲ್ಲಿ ಕೈ 
ಜೋಡಿಸಿದೆ. ಕರ್ನಾಟಕದ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿ ಬಳಗಕ್ಕೆ ಕನ್ನಡದಲ್ಲಿ 
ಜ್ಞಾನವು ಉತ್ತಮ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ದೊರೆಯಬೇಕೆಂಬುದು ನಮ್ಮ 
ಮುಖ್ಯ ಗುರಿಯಾಗಿದೆ. ಈ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ನಮ್ಮ ಪ್ರಯತ್ನ ನಡೆದಿದೆ. 
ಇದಕ್ಕೆ ತಮ್ಮಸಹಕಾರವಿದೆಯೆಂದು ನಾವು ಭಾವಿಸಿದ್ದೇವೆ. 


